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V magistrski nalogi preučujem sklopljen elektronsko-fononski sistem, Holsteinov mo-
del za polaron, kot izoliran večdelčni kvantni sistem daleč od ravnovesja. Prvo
vprašanje neravnovesne dinamike je problem ekvilibracije in termalizacije. Torej:
zakaj in do katere mere lahko po dovolj dolgem času zaprt sistem (izoliran od oko-
lice) opǐsemo z ansambli statistične fizike? Odgovor je mogoče formulirati s tako
imenovano hipotezo o termalizaciji lastnih stanj (ETH) in nastavkom za matrične
elemente fizikalno relevantnih opazljivk. Za numerično obravnavo Holsteinovega
polarona so razvite metode točne diagonalizacije. Prva motivacija za to delo je pri-
merjati različne približne metode za izgradnjo omejenega Hilbertovega prostora. V
numeričnem pristopu smo vedno omejeni s številom delcev, ki lahko zasedejo neko
stanje, zato to pravzaprav niso bozoni. Kako to omeji pravilnost opisa visoko vzbu-
jenih stanj, razǐsčem tako, da v vseh stanjih testiram kazalce kvantnega kaosa in
ETH na končnih mrežah. Posebno me je zanimala limita velikega števila fononskih
prostostnih stopenj na mestu v periodični verigi fiksne velikosti. To je drugače,
kot v fermionskih sistemih, kjer lahko povečujemo le dolžino verige, vsako mesto
pa prispeva le nekaj prostostnih stopenj. Nazadnje v celotnem spektru analiziram
prepletenostno entropijo med elektroni in fononi.
Ključne besede: Holsteinov polaron, statistika energijskega spektra, kvan-






This master thesis examines a coupled electron-phonon system, the Holstein pola-
ron model, as an isolated many-body quantum system far from equilibrium. The
elementary question of non-equilibrium dynamics is the problem of equilibration
and thermalization. That is to say: why and to what extent are standard stati-
stical descriptions applicable to closed quantum systems after a long enough time?
One approach to this question is the so-called eigenstate thermalization hypothesis
(ETH), which is a statement about the matrix elements of all physically relevant
observables. In this work, we study the Holstein polaron model with a numerical
approach with the goal of observing ETH. We apply several numerical methods:
exact diagonalization, a general method for many-body systems, and a variational
approach to constructing the many-body Hilbert space, developed specifically for
the low-energy physics in the Holstein model. We compare the two methods by how
well they describe the highly excited states, relevant for nonequilibrium dynamics.
We test for indicators of quantum chaos in the spectrum and indicators of therma-
lization in the eigenstate-to-eigenstate fluctuations in the thermodynamic limit. In
finite systems (e.g. spin chains), the thermodynamic limit is usually taken by incre-
asing the number of sites in a periodic chain, but with bosonic degrees of freedom
present, it is also possible to increase the maximum occupancy of phononic states,
which is the route we choose. In addition to this, we inverstigate the entanglement
entropy for the partition along different types of degrees of freedom in the entire
spectrum.
Keywords: Holstein polaron, spectral statistics, quantum chaos, none-
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4.2 Sistematičen prikaz generacije baze variacijskega prostora, tu za pri-
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V fiziki kondenzirane snovi lahko identificiramo dva trenda v eksperimentalnem
delu znanosti, ki sta preusmerila žarǐsče raziskav na neravnovesne pojave. Prvi je
razvoj metod za ohlajanje atomov in njihovo manipulacijo na optičnih mrežah. Te
omogočajo izvedbo kvantnih eksperimentov, v katerih lahko ne samo realiziramo
osnovne fizikalne modele (na primer Bose-Hubbardov model), temveč tudi na izje-
mno hitrih skalah spreminjamo njihove parametre [1, 2]. S tem orodjem si lahko
zastavimo in odgovarjamo na vprašanja, kot so: kako se izolirani kvantni večdelčni
sistem odzove na hipne spremembe? Kaj so omejitve opisa sistema z statističnim
ansamblom? V sistemih z ultrahladnimi atomi so pokazali [3], da kljub prisotnosti
interakcij lastnosti neravnovesnih sistemov tudi po dolgih časih ne moremo vedno
opisati s standardnimi orodji statistične fizike.
Drugi trend je razvoj ustrahitrih spektroskopskih metod za opazovanje časovnega
razvoja visoko vzbujenih stanj v kvantnih materialih [4]. Eksperimentalni protokol
lahko fraziramo v podobnem jeziku, kot je hipna sprememba modelskih parametrov
v kvantnem eksperimentu: s kratkim laserskim pulzom ustvarimo stanje, ki ni lastno
stanje Hamiltonjana, in nato opazujemo njegov časovni razvoj, navadno s tipanjem
lokalne reflektivnosti [5]. Relaksacija teh stanj v mnogih zanimivih snoveh (materiali
z močnimi interakcijami, kot so visokotemperaturni superprevodniki) poteka skozi
sklopitev vzbujenih elektronskih kvazidelčnih stanj z bozonsko okolico, ki so lahko
bodisi spinskega ali fononskega izvora. Eden izmed primerov tega mehanizma je bil
preučevan v seriji študij [6, 7, 8, 9], kjer so preučevali časovni razvoj začetnega stanja
prostega elektrona ob njegovem sklapljanju z mrežo (mislimo si, da v eksperimentu
z laserskim sunkom en elektron vzbudimo v nezaseden pas).
Skupni imenovalec teh dveh družin eksperimentov na teoretični strani so študije
ekvilibracije in nadalje termalizacije v zaprtih kvantnih sistemih. Eno izmed osnov-
nih vprašanj, ki ga lahko zastavimo na tem področju, je ,,kdaj lahko sistem sam sebi
služi kot kopel?” [10]. Odgovor nanj lahko zajamemo z več teoretskih izhodǐsč [11]
(glej tudi ref. [12] za nekoliko drugačno perspektivo). V tem delu bomo obravna-
vali hipotezo o termalizaciji lastnih stanj (ang. eigenstate thermalization hypothesis,
ETH ), ki obravnava termalizacijo skozi okvir eksperimentalno relevantnih opazljivk
v lastnih stanjih Hamiltonovega operatorja. Podlaga za ETH je teorija kvantnega
kaosa, ki poskuša odgovoriti na vprašanje ,,kaj je kvantni kaos?”. Za sisteme s
klasično limito, v kateri je kaos dobro definiran z razhajanjem trajektorij, teorija
nudi široko sprejet odgovor. Ne nudi pa tudi direktno kvantne definicije, aplikativne
za večdelčne kvantne sisteme, ki semiklasične limite nimajo. Trenutno se smatra,
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2 POGLAVJE 1. UVOD
da je kvantni kaos tesno povezan s spektralno statistiko, ETH pa ga povezuje s
termalizacijo [13].
V tem magistrskem delu uporabimo numerične metode, ki so bile razvite za
študijo enega konkretnega mehanizma relaksacije: sklopitve elektrona in mrežnih
nihanj. Pogosta tema v numerični študiji kvantnih sistemov je uporaba primernega
približka za poln Hilbertov prostor (ko ne moremo opisati vseh lokalnih prostostnih
stopenj). V delu uporabim in primerjam dve metodi. Prva je točna diagonaliza-
cija (ang. exact diagonalization, ED), ki upošteva točno bazo vseh stanj z do M
fononi na mestu. Za sisteme z elektronsko-fononsko sklopitvijo je bila razvita tudi
metoda variacijskega prostora (ang. limited functional space, LFS ) [14], ki nudi zelo
natančen opis v nizkoenergijskem režimu. Za relaksacijo vzbujenih stanj ali splošno
neravnovesno dinamiko pa so relevantna stanja v celotnem spektru, daleč stran od
osnovnega stanja. Za njih zaenkrat ni bilo znano, kako dobro jih opǐse metoda LFS.
Termalizacija lastnih stanj govori o obnašanju lastnih stanj v termodinamski li-
miti, torej ko večamo dimenzijo Hilbertovega prostora proti neskončno. Za spinske
verige ali sisteme s samo fermionskimi prostostnimi stopnjami termodinamska li-
mita pomeni povečevati število mest L v periodični verigi (glej npr. [15]), kjer je na
vsakem mestu prisotnih samo nekaj prostostnih stopenj (denimo 2S + 1 za spinske
sisteme s spinom S). Prav tako se lahko v bozonskih sistemih, kjer Hamiltonjan
ohranja število delcev, omejimo na končno število bozonov v sistemu. Prisotnost fo-
nonskih prostostnih stopenj v našem modelu, ki ne ohranja števila delcev, nasprotno
pomeni, da je prostostnih stopenj na vsakem mestu neskončno. Zaradi tega lahko
termodinamsko limito v numerični študiji dosežemo s dalǰsanjem mest v verigi L
ali večanju največje dovoljene zasedenosti fononskih stanj na mestu M . V ref. [16]
so avtorji ubrali ,,tradicionalno” pot dalǰsanja verige L → ∞, v tem delu pa se
osredotočimo na drugo izbiro M → ∞. Študija termalizacije lastnih stanj je bila
tam opravljena z metodo točne diagonalizacije, v tem delu pa jo dopolnjujemo z
variacijskim pristopom h generiranju Hilbertovega prostora.
Študijam opazljivk v teoretskem polju termalizacije lastnih stanj je komplemen-
taren koncept inherentno kvantnega pojava prepletenosti, ki ga prav tako lahko upo-
rabimo kot indikator kvantnega kaosa [17]. V tem duhu je kvantni kaos premešanje
informacije o začetnem stanju skozi ves sistem, s čimer postane nedostopna fizikalno
pomembnim opazljivkam [18]. V tem delu preiskujemo prepletenost podsistemov v
lastnih stanjih Hamiltonjana [19] in njeno odvisnost od moči elektronsko-fononske
sklopitve.
Magistrsko delo je deljeno na poglavja po naslednjem ključu: po eno poglavje
je namenjeno vpeljavi konceptov fizike kondenzirane snovi (disperzija, fononi...) in
neravnovesne dinamike zaprtih kvantnih sistemov. V slednjem vpeljem koncepte
iz teorije naključnih matrik, ki so povezani s kvantnim kaosom in termalizacijo la-
stnih stanj [13]. V naslednjem poglavju obravnavam limitne primere Holsteinovega
modela in implementacijo numerične metode za model. Nadaljna poglavja so name-
njena rezultatom za spekter Holsteinovega modela, diagonalne elemente opazljivk v
njegovih lastnih stanjih ter prepletenost med dvema tipoma prostostnih stopenj.
Poglavje 2
Elektroni in fononi
Osnovna koncepta fizike trdne snovi sta pasovni značaj elektronskega gibanja v pe-
riodičnem potencialu in nihanje atomov, ki tvorijo mrežo. V tem poglavju bomo
obravnavali dinamiko elektronov in mrežnih nihanj ter njune interakcije na sledeč
način: najprej obravnavamo nihanje mreže v klasičnem kontekstu, nato nihanje
kvantiziramo in izpeljemo pripadujoč Hamiltonjan ter nazadnje orǐsemo posledice
sklopitve mreže z elektroni. Komentiramo tudi nekaj konkretnih modelov za sklopi-
tev.
2.1 Klasična veriga
Pri pravih pogojih se atomi snovi uredijo v kristalno mrežo. Privlačni del interakcije
izhaja iz van der Waalsove sile, odbojni del pa iz Paulijevega odboja pri prekrivanju
notranjih orbital. Na razdalji nekaj Ångstomov obstaja minimum dvodelčnega po-
tenciala. Te sorte interakcije dostikrat opǐsemo z potencialom Lennarda in Jonesa,
ki je oblike









in ima minimum pri r0 z vrednostjo −a. V okolici minima potencial razvijemo v
vrsto
V (r − r0) ≈ −a+
1
2
∂2rV (r)|r=r0(r − r0)2 ≡ −a+K(r − r0)2 (2.2)
do harmonskega člena, kar je dober opis za majhne odmike. Gornji opis velja za
dvoatomni sistem, vendar je mehanizem v kristalu povsem identičen. Atomi se
vsedejo v minimume, vendar lahko pri končni temperaturi do neke mere plešejo v
njih. Ko se atom premakne, se premakne tudi minimum potenciala za njegovega
soseda. Gibanje po mreži atomov se torej lahko širi. To je pojav, ki ga pogosto
opǐsemo z besedo zvok.
Razvoj medatomskega potenciala do drugega člena si lahko predstavljamo kot
povezave med atomi z vzmetmi. Najpreprosteǰsa mreža je enodimenzionalna veriga
ene sorte atomov z maso M na medsebojni razdalji a/2, ki so sklopljeni med sabo z
vzmetmi s konstanto vzmeti K. Malenkost bolj bogato sliko dobimo, če se v verigi
izmenjujeta dve vrsti atomov z masama M1 in M2. Veriga je shematsko narisana na
sliki 2.1.
3
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Slika 2.1: Model linearne verige z dvema neenakima atomoma. Osnovna celica ima
stranico dolžine a in vsebuje po en atom vsake vrste. Vsi atomi so med seboj
sklopljeni z vzmetmi s konstanto K. Veriga je v principu neskončna.
Pozicijo črnega atoma v osnovni celici označimo z x, modrega pa z y. Za n-to
osnovno celico zapǐsemo enačbe gibanja, ki so oblike
M1ẍn = K(yn − xn)−K(xn − yn−1)
M2ÿn = K(xn+1 − yn)−K(yn − xn) (2.3)
v kar lahko vstavimo nastavek za rešitev, ki predstavlja valovanje vzdolž verige
rn(t) = r0 e
ikan−iωt, r ∈ {x, y} (2.4)






















To je enačba za lastne vrednosti matrike na desni. To so ω2, ki ustrezajo pogoju





















2K2(1− cos ka)− 2K(M1 +M2)ω2 +M1M2ω4 = 0.
Iz ene v drugo vrstico smo zgoraj množili zM1M2. Opazimo, da je rešitev periodična
in simetrična v k. To je tipična posledica periodične strukture v realnem prostoru.
Osnovna celica s periodo a ustreza disperzijski relaciji ω(k) s periodičnostjo 2π/a.
Podrobneje si oglejmo rešitve za k = 0, ko ni konstantnega člena v enačbi zgoraj.
Rešitvi za preostali del enačbe sta










Včasih vpeljemo reducirano maso µ−1 = (M−11 +M
−1
2 ), s čimer druga rešitev
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čemur očitno ustreza vektor (x0 y0) = (1, 1). To ustreza linearnemu premiku mreže.














kjer pa je rešitev (x0, y0) = (1, −M2/M1). Ta rešitev je bolj zanimiva, saj se atoma
osnovne celice vselej premikata v nasprotnih si smereh. Če enačbo za disperzijsko







ki je enaka 0 za vse ka = πZ, razen za k = 0. Disperzijska zveza okoli rešitve ω = 0
za k → 0 nam da, ker lahko zanemarimo člen z ω4,
2K2
(










k, k → 0 (2.11)
linearno disperzijo. To je enako kot pri zvoku, zato temu delu disperzijske relacije
pravimo akustična veja. Druga veja, pri kateri atomi nihajo v kontrafazi, pravimo
optična veja. Disperzijska relacija je za dva kvalitativno različna primera M1 ̸=M2
in M1 = M2 narisana na sliki 2.2. Kot smo videli iz rešitev gibalnih enačb, imamo
dve kvalitativno različni obnašanji mrežnih nihanj.
Za kvantitativni opis snovi dostikrat komplicirano disperzijsko relacijo, ki je dana
kot rešitev enačbe 2.1, nadomestimo z enostavneǰsim modelom. Najbolj enostaven je
t.i. Debyev model, ki obe veji fononov nadomesti z eno, linearno disperzijsko relacijo
ω(k) = ck. Drug razširjen model je Einsteinov model, ki akustično vejo aproksimira
z linearno disperzijo, optično vejo pa s konstantno disperzijo ω(k) = ω0.
Slika 2.2: Disperzijska relacija za fonone na enodimenzionalni mreži z dvema ato-
moma v enotski celici za M1 ̸= M2 (levo) in M1 = M2 (desno). S črno je narisana
akustična, z modro pa optična veja. Če sta masi atomov enaki, lahko osnovno ce-
lico izberemo manǰso, s stranico a/2. To pomeni povečanje periode v recipročnem
prostoru na 2π/(a/2) = 4π/a, kjer lahko obe veji vidimo kot eno samo neprekinjeno
disperzijo.
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V več dimenzijah postane disperzijska relacija bolj komplicirana, pojavijo pa
se tudi dodatna transverzalna valovanja, vendar formalizem ostane isti. Podobne
ostanejo tudi rešitve: navadno dobimo vrsto optičnih in akustičnih vej.
2.2 Kvantizacija mrežnih nihanj
Kot smo videli v preǰsnjem razdelku, so mrežna nihanja povsem klasični pojav
vključno z optičnimi nihalnimi načini. Podobno kot navadni harmonski oscilator
lahko tudi harmonsko verigo prevedemo v kvantni svet tako, da opazljivske x, y, px,
py nadomestimo z operatorji. Ti namesto klasičnih Poissonovih oklepajev ubogajo
komutacijske zveze
[x̂i, p̂j] = iℏδij. (2.12)
Kot kontrast preǰsnjemu delu v tem poglavju eksplicitno pǐsem strešice nad ope-
ratorji. Zaradi enostavnosti privzamemo, da so vse mase in vzmeti v verigi enake in













kjer privzamemo tudi periodične robne pogoje. Sistem ima translacijsko simetrijo,








kar je v bistvu Fourierova transformacija. Ker operatorja x̂n in p̂n ustrezata realnim
opazljivkam, morata biti hermitska. Iz gornje zveze potem sledi
x̂†k = x̂−k (2.15)
















kjer smo vpeljali disperzijsko zvezo ω2k = 4K/M sin
2(ka/2) (kar je enačba 2.7 za
M1 = M2, torej v resnici klasična zveza). Hamiltonjan zdaj opisuje serijo nesklo-
pljenih harmonskih oscilatorjev, ki jih standardno rešimo z vpeljavo kreacijskih in
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Ti novi operatorji izpolnjujejo komutacijske zveze
[âk, â
†




k′ ] = 0, (2.18)
sicer znane kot kanonične komutacijske relacije (ang. canonical commutation rela-











Splošneǰse oblike fononskih Hamiltonjanov v več dimenzijah vsebujejo longitudi-
nalna in transverzalna valovanja, k pa postane vektor. Včasih približek harmonskega
potenciala ni dovolj. Vpliv anharmonskosti navadno opǐsemo s fononsko-fononskimi
procesi, ki jim v Hamiltonjanu ustreza člen s štirimi bozonskimi operatorji.
Interpretacija končnega rezultata v jeziku druge kvantizacije je sledeča: vsak har-
monski oscilator z indeksom k predstavlja eno fononsko stanje, ki ga lahko okupira
poljubno število delcev. Število je enako zaporednemu indeksu vzbujenega stanja
oscilatorja, torej za oscilator pri nekem k v drugem vzbujenem stanju rečemo, da
sta v stanju k dva fonona. Iz običajnega harmonskega oscilatorja vemo, da ima tudi
osnovno stanje neko energijo, vendar konstantni člen v Hamiltonjanu ne spremeni
dinamike, zato ga pogosto izpustimo.
2.3 Sklopitev elektronov in mreže
Interakcija elektronov z mrežo je eden osnovnih problemov fizike trdne oziroma
kondenzirane snovi [21]. Gre za vprašanje, kako prisotnost pozitivno nabite mreže
spremeni obnašanje elektronov. V prvem približku na to vprašanje odgovori Blo-
chova teorija pasov. Tu nas zanimajo njeni popravki, ko dovolimo mreži nihati,
torej: ko so elektroni in fononi sklopljeni med sabo.







V (ri −Rj), (2.20)
kjer se vektorji z malo ri nanašajo na elektrone, tisti z veliko Rj pa na ione. Pozicije




V skladu s preǰsnjim opisom o prvem približku in popravku dvodelčno interakcijo
razvijemo v vrsto in obdržimo samo prvi red
V (ri −R(0)j −Qj) ≈ V (ri −Rj)−∇RjV |R(0)j ·Qj, (2.21)
kjer je konstantni člen vključitev periodičnega potenciala. Odmik od ravnovesja
nadomestimo z operatorjem Q̂j, ki je samo preimenovan operator x̂j iz preǰsnjega













1Ta približek je znan pod imenom aproksimacija rigidnih ionov (ang. rigid ion approximation),
ki zanemari deformacije elektronskih orbitral ob premiku iona. Podrobneǰsa diskusija tega in
drugih približkov se nahaja v [22].
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kjer je s polarizacijski vektor valovanja z valovnim vektorjem k v veji λ. Ker gre
vsota po vseh valovnih vektorjih k, je v drugem členu minus prestavljen v eksponent.
Zgornji izraz se enostavno prepǐse v kontinuumsko limito z uvedbo masne gostote ρ
in volumna V = NV1, kjer je V1 volumen osnovne celice. Prednost takega pristopa
je, da ni na nobeni točki treba izvesti vsote po j, namesto tega pointegriramo gostoto
interakcijske energije po prostoru. Za to pa moramo poznati makroskopski model
za interakcijo.
Distorzijo mreže smo zgoraj zapisali kot Fourierovo vsoto, zdaj enako naredimo
še s potencialom. Zaenkrat se ne obremenjujemo z podrobnostmi potenciala V (ri),
razen tega, da je periodičen in ga zato lahko pogledamo v recipročnem prostoru. V
njem lahko enostavno izvrednotimo gradient potenciala






















in ta rezultat vstavimo v razvoj po Q̂j. Popravek na statičen periodičen potencial



























Do interakcijskega Hamiltonjana nas loči le še izvrednotenje vsote po elektronskih
prostostnih stopnjah. V gornjem izrazu poleg njih nastopajo še fononski operatorji
in kup konstant, ki jih zberemo v interakcijsko amplitudo Mλ(q). Ta vsebuje člen
s · q, ki določa polarizacijo fononov, s katerimi lahko interagira elektron. Če je
polarizacija fonona pravokotna na gibanje elektrona, je ta skalarni produkt enak
0 in interakcija ni mogoča. Nasprotno je amplituda za proces največja, če sta si
polarizacija in moment elektrona vzporedna.
V preostalem členu exp (iqri) lahko prepoznamo matrični element za operator,
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Vso to diskusijo lahko sedaj strnemo v eno splošno enačbo, kjer opustimo vsoto







Z zapisom v kreacijskih in aninhilacijskih operatorjih se nam ponudi tudi eno-
stavna razlaga interakcije. Gre za proces, kjer elektron z valovnim vektorjem k
,,trči” v mrežo in pusti za sabo fonon z valovnim vektorjem q (ali obratno, iz mreže
absorbira fonon z valovnim vektorjem −q). Pri procesu se ohranjata energija in
kvazimoment. V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj fizikalno relevantnih modelov
za M(q).
2.3.1 Frölichov model
V razdelku o klasični verigi atomov smo imeli dva različna atoma v bazi in videli,
da obstaja optični način nihanja. Če sta atoma različno nabita iona, tako nihanje
ustreza oscilirajočemu dipolu. Električno polje, ki ga čuti elektron, je tu proporcio-
nalno distorziji mreže, torej operatorju Q, za načine nihanja v longitudinalni optični
veji. Klasični Hamiltonjan za ta proces je




kjer je e naboj in je ϕ potencial za električno polje E ∝ Q. Podobno kot v preǰsnjem
razdelku faktor s, ki se skriva v Q, poskrbi za sklapljanje samo z longitudinalnimi
načini. Zato lahko pǐsemo proporcionalnost kar kot 1/|q|. Za optične načine je
treba zamenjati maso ionov v enačbi 2.23 z reducirano maso, ki je relevantna za
optične načine (primerjaj z enačbo 2.7). Tako popravljen izraz za Q kombiniramo s































podana z statično in dinamično dielektrično konstanto [23]. Če izvrednotimo pričako-
vano vrednost tega operatorja kot perturbacijo (v drugem redu) stanja z enim ele-
ktronom v stanju z valovnim številom |k⟩, dobimo popravek na energijo osnovnega
stanja






2Zaradi lažje interpretacije pǐsem povsod −q namesto q. Izkaže se, da je M(q) v kontekstu
longitudinalnih načinov odvisna samo od velikosti |q|.
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Popravek predstavlja vezano stanje elektrona s fononi, zato je negativen. To vezano
stanje imenujemo polaron.
2.3.2 Holsteinov model
Še enostavneǰsi model za interakcijo je, da M(q) v enačbi 2.28 postavimo na kon-






ĉ†k−q ĉk(â−q + â
†
q). (2.34)
Ker je intekarcija povsem delokalizirana v recipročnem prostoru, je v realnem
prostoru povsem lokalizirana. Po uporabi inverzne Fourierove transformacije iz gor-




ĉ†j ĉj(âj + â
†
j), (2.35)
ki je v preostanku magistrske naloge izhodǐsčna točka za numerično analizo skoplje-
nega sistema elektronov in fononov.
Poglavje 3
Večdelčni kvantni sistemi izven
ravnovesja
V tem poglavju uvedem koncepte neravnovesne dinamike in omenim nekaj eksperi-
mentalnih pristopov za njhov študij. Pregled eksperimentov na tem področju pre-
sega to delo, vendar je na voljo na primer v referenci [2]. Ena izmed družin eksperi-
mentalne tehnike, manipulacija Bose-Einsteinovih kondenzatov na optičnih mrežah,
predstavlja možnost direktne simulacije najbolj temeljnih modelov teoretične fizike
trdne snovi (npr. Fermi-Hubbardov model v [24]). To predstavlja neprecenljiv
vpogled v mikroskopsko dinamiko kvantnih delcev. V tem delu pa se omejimo na
motivacijo elektronsko-bozonske sklopitve iz vidika druge eksperimentalne tehnike,
ultrahitre spektroskopije. Po tej motivaciji vpeljem osnovni formalizem neravno-
vesne dinamike in postavim vprašanje termalizacije. Nazadnje orǐsem enega izmed
pristopov k odgovoru nanj.
3.1 Ultrahitra spektroskopija kot sistem izven rav-
novesja
Fizikalno relevantne modele za obravnavo pojavov v trdni snovi, kot so Fermi-
Hubbardov model ali spinske verige, lahko preučujemo z opazovanjem direktne kvan-
tne simulacije. Mehanizem dinamike prek interakcije z bozonsko kopeljo je lucidno
prisoten v ultrahitrih spektroskopijah koreliranih materialov [4]. Čeprav bozonsko
ozadje (najsi gre za mrežna nihanja ali spinske fluktuacije) včasih gledamo kot kopel
za elektrone, je ta interakcija tu opredeljena kot glavni način za vračanje sistema
v ravnovesje. Zaradi tega skupen sistem elektrona, sklopljenega z bozoni, gledamo
kot zaprt sistem.
Fizikalni sistem je v eksperimentu dan s konkretno in partikularno realizacijo
lastnosti vseh prostostnih stopenj in njihovimi vzajemnimi interakcijami v danem
materialu ter je sklopljen z mehaniziranimi tipali. Mislimo si, da lahko tipe pro-
stostnih stopenj ločujemo med sabo in prav tako interakcije med njimi. Za tipičen
vzorec si v skladu s tem Hamiltonjan predstavljamo kot serijo členov
Ĥ = Ĥele + Ĥbozon + Ĥele−bozon + . . . , (3.1)
kjer je vsak delni Hamiltonjan oblike Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 (prosti Hamiltonjan za vsako
prostostno stopnjo plus interakcije med delci istega tipa). Elektronski del Ĥele tako
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že vključuje Coulumbovo interakcijo med nosilci naboja, ki so torej vsi kvazidelci.
Na tej točki se ne spuščamo v podrobne lastnosti vsakega izmed gradnikov (npr.
kakšna je moč elektronskega senčenja ali oblika fononske disperzije).
Vsakemu členu v dinamiki pripada karakteristični čas – na primer elektron-
skemu delu pripǐsemo karakteristični čas τele in podobno za ostale. Na enak način
ga pripǐsemo tudi eksperimentatorjevemu ,,pogledu”, femtosekundnemu laserskemu
pulzu. Z njim je navadno najmočneje (oziroma najhitreje) sklopljen elektronski del
sistema, zato si to tipanje lahko zamislimo kot hipno injekcijo elektronskih kvazi-
delcev v sistem [4]. Tako je ustvarjeno neravnovesno začetno stanje |ψ0⟩, ki se prek
vseh prisotnih kanalov empirično vrne v svojo prvotno ravnovesno obliko. Eden
izmed teh kanalov je lahko sklopitev z bozoni, označena z Ĥele−bozon in ji pripada
čas τele−bozon. V izbranih materialih
1 je sklopitev elektronov z optičnimi fononi zelo
močna in ji pripada karakteristični čas na izjemno hitrih (femtosekundnih) časovnih
skalah. To je mnogo hitreje kot interakcija vzorca z eksperimentalno napravo, in
zato lahko sistem elektronov in optičnih fononov obravnavamo kot ločen od okolice.
Shematično eksperiment ultrahitre spektroskopije poteka v dveh stopnjah (pri-
kazan je na sliki 3.1). Z femtosekundno lasersko črpalko (ang. pump) posvetimo
na sistem za čas τpump ≪ τbozon, τele−bozon. V približku črpalka vzbudi samo elek-
tronski del sistema, ki se nato relaksira. Z nekim izbranim časovnim zamikom na
vzorec posvetimo še z drugim žarkom, ki ,,testira” (ang. probe) prisotnost vzbuje-
nega stanja (pogosto z merjenjem reflektivnosti). S ponavljanjem tega protokola pri
različnih časovnih zamikih dobimo sliko časovnega razvoja neravnovesnega stanja na
časovni skali interakcije τele−bozon. To je ravno teoretska skica kvantnega kaljenja,
ki jo podrobneje obravnavam v naslednjem razdelku. Opisani eksperimentalni okvir
nudi motivacijo za teoretično vprašanje: ali (in na kakšen način) vzbujen polaronski
sistem relaksira proti ravnovesnemu stanju.
3.2 Neravovesna dinamika in opazljivke
Vzorčno teoretsko orodje za obravnavanje zaprtih kvantnih sistemov izven ravno-
vesja je tako imenovano kvantno kaljenje (ang. quantum quench). Protokol za
obravnavo kaljenja je sledeč. Kvantni sistem je podan s Hamiltonovim operatorjem,
ki ga zapǐsemo kot vsoto nekega znanega, rešljivega dela Ĥ0 in interakcij Ĥ1
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 (3.2)
z lastnimi stanji
Ĥ|n⟩ = En|n⟩. (3.3)
Kvantno kaljenje je postopek, kjer pripravimo neko začetno stanje |ψ0⟩, ki ni la-
stno stanje Hamiltonjana Ĥ. To stanje je lahko na primer katero izmed lastnih stanj
1V referenci [5] so merili karakteristični čas za prenos energije v bozonske prostostne stopnje.
Za dopirane kuprate so elektroni najbolj sklopljeni z antiferomagnetnimi fluktuacijami, sklopitvi
pripada karakteristični čas 16 ± 3 fs. Na drugi strani so v vzorcu konvencionalnega BCS super-
prevodnika glavno sklopitev identificirali v visokoenergijskih optičnih fononih s karakterističnim
časom sklopitve 32 ± 3 fs. Preostali načini nihanja mreže so z elektroni sklopljeni precej manj, z
vsaj desetkrat dalǰsim karakterističnim časom.
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Slika 3.1: Shematična slika eksperimenta ultrahitre spektroskopije. Povzeto po [4].
neinteragirujočega dela Hamiltonjana Ĥ0. V tem primeru si kaljenje predstavljamo
kot hipno ali zelo hitro spremembo parametra v modelu, torej vklop interakcij2.
Časovni razvoj v zaprtem sistemu je dan z izrazom
|ψ(t)⟩ = U(t)|ψ0⟩ = e−iĤt/ℏ|ψ0⟩, (3.4)
če je Hamiltonjan po kaljenju časovno neodvisen. V gornji enačbi nastopa Planckova
konstanta ℏ, ki jo v nadaljevanju razdelka postavim na 1. V eksperimentih valovna
funkcija ni direktno dostopna, zato sistem opǐsemo na ravni fizikalno relevantnih










kjer so cn koeficienti v razvoju stanja |ψ0⟩ po lastnih stanjih cn = ⟨n|ψ0⟩. Opazljivke
v poljubnih časovno spremenjivih stanjih so torej dane z diagonalnimi elementi opa-
zljivke v lastnih stanjih, časovna odvisnost pa je posledica izvendiagonalnih ele-
mentov. Ti so v splošnem vsi neničelni, kot bomo kasneje upravičili v kontekstu
naključnih matrik. Bolj natančno: časovno odvisni del je v obliki fluktuacij okoli
povprečja, ki je dan z diagonalnimi elementi, in za fluktuacije lahko pričakujemo, da
bodo po dovolj dolgem času postale zelo majhne. Kako dolgo to traja, je povezano
z energijskimi skalami En−Em, ki so za sosednja stanja v večdelčnih interagirujočih
sistemih tipično eksponentno majhne v številu prostostnih stopenj. Posledica zgor-
njega izraza je torej, da za neravnovesno dinamiko zaprtega sistema ni potrebno
poznavanje drugih lastnosti, kot so pričakovane vrednosti fizikalno relevantnih opa-
zljivk v lastnih stanjih Hamiltonovega operatorja. V naslednjem razdelku bo dina-
mika postavljena v kontekst termalizacije.
2Posebno zanimiva je možnost, da je sprememba v parametru preko njegove kritične vrednosti
za kvantni fazni prehod.
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3.3 Termalizacija v kvantnih sistemih
Vprašanje termalizacije lahko predstavimo kot tako imenovani ,,problem mrzlega
piva” [25]. Iz vsakdanjega izkustva vemo, da kozarec s časom izgubi svojo kvaliteto
in eventuelno doseže temperaturo okolja. Vendar – kako se to zgodi? Natančneje:
ali lahko termalizacijo upravičimo z mikroskopskimi zakoni, kot je Schrödingerjeva
enačba? Čeprav so zakoni reverzibilni, njihov ,,rezultat” navidez loči smeri v času.
Včasih v kontekstu termalizacije razmǐsljamo o sistemu, ki je sklopljen z okolico,
v tem delu pa se sprašujemo po termalizaciji zaprtega sistema. V nasprotju z odpr-
tim sistemom, kjer je kopel odlagalǐsče informacij o začetnem stanju, mora izoliran
sistem delovati kot kopel za vsak svoj podsistem. Ta proces lahko razčlenimo na tri
glavne komponente3:
1. Predpogoj termalizacije je ekvilibracija, kar pomeni, da se sistem s časom
razvije v ravnovesno stanje in v njem ali njegovi bližini ostane večino časa.
2. Ekvilibrirano stanje ne bi smelo biti odvisno od mikroskopske mehanike v
sistemu, le od nekaj makroskopskih parametrov (temperature...) in bi moralo
biti isto ne glede na podrobnosti začetnega stanja.
3. Ekvilibrirano stanja je termalno, če ga lahko zapǐsemo v Boltzmannovi obliki
ρS = Z
−1 exp (−Hs/kT )4 in so pričakovane vrednosti opazljivk enake kot v
statističnih ansamblih.
Tu sta na mestu dve opombi, preden vsebino zgornjih delnih konceptov primer-
jamo z enačbo 3.5. V točki 2 zgoraj je dopuščen scenarij, v katerem celoten sistem
ne ekvilibrira, čeprav ekvilibrirajo vsi njegovi podsistemi. V nadaljni diskusiji se te
možnosti ne bom dotaknil in se osredotočil na ekvilibracijo celotnega zaprtega sis-
tema v skladu s preǰsnjim razdelkom. Termalnost stanja je v tretji točki povezana z
Boltzmannovo obliko gostotne matrike, ki je mešano stanje, čeprav unitarni časovni
razvoj čistega začetnega stanja (po kaljenju, na primer) implicira čistost stanja za
vse čase.
Zaradi tega razloga (in ker želimo diskusijo vmestiti v okvir eksperimentov) se
problema termalizacije lotimo posredno, prek opazljivk. Za opazljivko Ô rečemo,
da termalizira, če
1. Po je po nekem času pričakovana vrednost opazljivke dana z mikrokanoničnim
(oziroma kanoničnim) ansamblom in
2. So časovne fluktuacije okoli mikrokanoničnega povprečja za pozne čase majhne
in njihova amplituda skalira kot D−1/2, kjer je D velikost Hilbertovega pro-
stora [26].
Konkretno ti dve točki v duhu enačbe 3.5 postavljata dve vprašanji: koefici-
enti pri diagonalnih elementih |cn|2 so časovno neodvisni, kako je torej diagonalni
3V različnih literaturah najdemo navadno 4 do 5 komponent, sploh v diskusijah o odprtih
kvantnih sistemov, ki pa niso predmet tega dela [13, 25, 26].
4Nekoliko blažja oblika te zahteve je diagonalnost ekvilibriranega stanja, torej da je gostotna
matrika, ki pripada ekvilibriranemu stanju, ,,približno” diagonalna v primerno izbrani bazi. Ta
stavek zato stoji med točkama 3 in 4, glej na primer diskusijo v [11].
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del
∑
n |cn|2Onn lahko enak mikrokanoničnemu razultatu za vsako začetno stanje,
torej za vsak nabor koeficientov cn? In kako lahko od fluktuacij, ki so dane z
izvendiagonalnimi elementi, pričakujemo ujemanje s pričakovano vrednostjo v mi-
krokanoničnem ansamblu, če so, kot omenjeno, energijske razlike (ob odsotnosti
degeneracij) eksponentno majhne v številu prostostnih stopenj? V skladu z majh-
nostjo energijskih razlik bi se povprečju približali šele po eksponentno dolgem času
(v velikosti sistema).
Vsakega od teh dveh pomislekov bom v tem poglavju naslovil iz konteksta te-
orije naključnih matrik in nastavka za matrične elemente, znanega kot hipoteza o
termalizaciji lastnih stanj.
3.3.1 Teorija naključnih matrik
Glavne ideje teorije naključnjih matrik segajo v 50. leta, ko so bile vpeljane za ra-
zumevanje kompleksnih spektrov težkih atomskih jeder [27]. Konceptualni premik
je dvostranski. Po eni strani namesto točnih vrednosti lastnih energij teh zapletenih
večdelčnih sistemov gledamo njihove statistične lastnosti. Druga plat pa je nadome-
stitev Hamiltonovega operatorja v majhnem energijskem oknu z naključno matriko,
o kateri imamo le najosnovneǰse simetrijske informacije (na primer: ali je obrat
časa simetrija sistema ali ne). To je veljaven opis za generične baze, med katere
pa ne spadajo Fockova stanja. Danes je teorija naključnih matrik široko razširjeno
orodje za diagnosticiranje kvantnega kaosa. Domneva se, da so kvantno kaotični
sistemi taki, da fluktuacije v njihovih spektrih ustrezajo fluktuacijam v naključnih
matrikah [28].
Najočitneǰsa določujoča kvaliteta naključnih matrik je obstoj odboja med nivoji.
Drugače povedano so lastne vrednosti korelirane, čeprav so vsi matrični elementi
izbrani neodvisno drug od drugega. To lahko konkretno vidimo na preprostem














1/2 zagotavlja invariantnost matrike za spremembe baze. Lastni ener-







(ε1 − ε2)2 + 2V 2, (3.7)
verjetnost za izžrebanje matrike s tema lastnima vrednostima pa je
P (E1, E2) ∼
∏
j>i








kjer je A dana z velikostjo fluktuacij energij. Verjetnost je zapisana v obliki, ki se
enostavno posploši na poljubno velike matrike, iz oblike izraza pa že lahko kvali-
tativno razumemo mednivojski odboj. Za to poskrbi Vandermondov polinom pred
eksponentom, ki močno zmanǰsa verjetnost za realizacije, kjer sta si dva energijska
nivoja blizu.
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Mednivojski odboj lahko razumemo tudi kvantitativno. V ta namen izračunamo
porazdelitev statistike energijske razlike med sosednjima nivojema za ansambel 2×2
matrik P (E1 − E2 = s) = P (s). Predpostavimo, da ima porazdelitev matričnih





dε1 dε2 dV δ
(√














kjer smo upoštevali rezultat diagonalizacije matrike. Za izračun tega integrala naj-
prej vpeljemo novo spremenljivko ξ = (ε2 − ε1)/
√
2 oziroma ε2 = ε1 +
√
2ξ. Izraz
v delta funkciji tako postane neodvisen od ε1, zato lahko izvrednotimo integral po
njej, ki je Gaussovskega tipa. Izraz v eksponentu dopolnimo do popolnega kvadrata
















kar lahko izvrednotimo v cilindričnih koordinatah
√
2V = r cosϕ,
√












ki ga poznamo pod imenom Wignerjev nastavek. Čeprav gre za rešitev problema
spektra 2 × 2 simetrične matrike, ta izraz dobro opǐse tudi zelo velike sisteme. Za
slednje podobno kompaktna oblika statistike P (s) ni znana. Glede na simetrije
sistema ločujemo tri glavne ansamble naključnih matrik. Ločujejo se predvsem po
potenci sβ v izrazu za P (s). Za β = 1 smo v Gaussovskem ortogonalnem, za β = 2 pa
unitarnem ansamblu. Prvi je simetričen za obrat časa, drugi pa ne5. V nadaljevanju
poglavja se osredotočim le na ortogonalni ansambel.
Za pričakovanje vrednosti opazljivk (in njihovo neravnovesno dinamiko) je rele-
vantna struktura lastnih vektorjev naključnih matrik [13]. Za ortogonalni ansambel
so to kar naključni paroma ortogonalni enotski vektorji. To zapǐsemo kot kombini-
rano verjetnost





Matrični elementi opazljivke Ô se v bazi lastnih stanj naključne matrike zapǐsejo
kot







∗ ψni , (3.13)
kjer je ψmi projekcija lastnega vektorja Hamiltonjana |m⟩ na lastni vektor opazljivke
|langlei⟩ po predpisu ⟨i|m⟩. Povprečenje čez lastna stanja |m⟩ in |n⟩ je zaradi






5Obstaja tudi simplektični ansambel z β = 4, vendar ni relevanten za to delo in ga zato le
omenim.
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kjer je D dimenzija Hilbertovega prostora. Povprečna vrednost matričnega elementa










Oi ≡ Oδmn, (3.15)
kar velja tako za diagonalne kot izvendiagonalne elemente. Za ortogonalni ansambel















Enačbi veljata v smilsu glavne odvisnosti od D. Kombiniran nastavek za priča-
kovano vrednost operatorjev v lastnem stanju naključne matrike ortogonalnega an-
sambla je tako





kjer je Rmn naključno Gaussovsko število s povprečjem nič in varianco ena. Ta





|cn|2 = O, (3.19)
kar je daljnosežna ugotovitev. Gornji zapis ima vsebino, da je za naključne matrike
povprečna pričakovana vrednost fizikalno relevantnih opazljivk enaka v vsakem oz-
kem energijskem oknu. To je ravno zahteva mikrokanoničnega ansambla statistične
fizike. Dalje so fluktuacije okoli tega povprečja dušene ne le z časovno odvisnim
delom enačbe 3.5, ampak tudi z dimenzijo Hilbertovega prostora. To pomeni, da je
treba za termalizacijo počakati bistveno manj časa kot nekaj eksponentnega v D.
Gre za izjemno močen rezultat, ki pa ni brez omejitev. Na začetku razdelka
smo omenili ozko energijsko okno, h katerem se zdaj vračamo. V resničnosti so
pričakovane vrednosti opazljivk odvisne od temperature oziroma povprečne ener-
gije. Teorija naključnih matrik vsekakor ostaja močno orodje v kontekstu problema
termalizacije, vendar še ne razpolagamo s prepričljivo rešitvijo.
3.3.2 Termalizacija lastnih stanj
Hipoteza o termalizaciji lastnih stanj (ang. eigenstate thermalization hypothesis,
od tu naprej ETH) je relativno mlada teorija in netrivialna posplošitev konceptov
teorije naključnih matrik, opisanih v preǰsnjem razdelku. Do zdaj je bila uspešno
povezana z termalizacijo v mnogih kvantnih eksperimentih [1, 29]. Formuliramo jo
lahko kot nastavek za matrične elemente vseh relevantnih opazljivk
Omn = O(E)δmn + e−S(E)/2fO(E,ω)Rmn, (3.20)
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kjer je E povprečna energija (Em + En)/2, ω pa razlika energij En − Em. S(E) je
termodinamska entropija sistema v majhni okolici okoli energije E. Glavna vsebina
nastavka sta funkciji O in f , ki sta (približno) gladki funkciji svojih argumentov
brez vseh drugih odvisnosti. Rmn je fluktuacijski del, ki si ga lahko za praktične
namene mislimo kot naključno število s povprečjem 0 in varianco 1. Upravičiti gornji
nastavek presega okvire tega dela, omenimo le povezavo s termalizacijo.
Če predpostavimo ETH, lahko v zelo splošnem obsegu upravičimo termaliza-
cijo za opazljivke. To pomeni po eni strani, da so pričakovane vrednosti opera-
torjev enake napovedvim mikrokanoničnega ansambla, oziroma da sta si diagonalni
ansambel in mikrokanončni ansambel enaka. Po drugi strani so fluktuacije okoli
mikrokanoničnega povprečja dane z dimenzijo Hilbertovega prostora D−1/2.
Kot rečeno, gre pri ETH za posplošitev teorije naključnih matrik. Idejni napre-
dek pri tem nastavku je identifikacija ,,kvantnega kaosa”6 kot podlage za termaliza-
cijo. Povezava je eksplicitna, če ETH omejimo na ozko energijsko okno (v literaturi
znano kot Thoulessova energija), v katerem sta fukciji O(E) in f konstanti. V
njem so vsi diagonalni matrični elementi dani s povprečjem po energijskem oknu
⟨O⟩ ≈ O. Pri temperaturi neskončno (v sredini spektra) lastna stanja opǐsejo ves
Hilbertov prostor, zato je entropija teh stanj dana z S = logD in fluktuacije so
omejene z statističnim nastavkom D−1/2 (drugje v spektru so dane z exp(−S), kar
je za namene diskusije tu podobno, ker je S pravzaprav mera za gostoto stanj [31]).
Tako sta izpolnjeni napovedi mikrokanoničnega ansambla.
V tej nalogi se osredotočim predvsem na diagonalne elemente in opazujemo nji-
hovo približevanje gladki funkciji.
6V tej diskusiji kvantni kaos ostaja predznanstven koncept [30], vsaj za kvantne sisteme brez
klasičnega analoga, kot je Holsteinov model, ki ga obravnavamo v tem delu. Če ima kvantno-
mehanski sistem klasično limito, lahko kvantni kaos povežemo z običajnim kaosom v klasičnem
analognem sistemu[27].
Poglavje 4
Opis modelov in metod
Numerična rešitev večdelčnega sistema v termodinamski limiti načeloma ni dosto-
pna zaradi hitre rasti Hilbertovih prostorov ob večanju števila delcev v sistemu.
Namesto tega se moramo zadovoljiti s tem, kar nam omogočatajo omejitve spo-
mina in kompleksnosti. To pomeni, da namesto v pravem Hilbertovem prostoru
rešitev poǐsčemo na sistematičen način v nekaj njegovih delih (takih, ki ustrezajo
zaporednemu povečevanju števila delcev). V rešitvah teh manǰsih problemov nato
poǐsčemo vzorce, ki bi veljali v pravem sistemu. Metodologija v tem delu temelji
na podrobnostih izbire tega obsekanega Hilbertovega prostora oziroma konstrukcije
njegove baze.
V tem delu najprej opǐsem model, ki sem ga obravnaval, in nato metode s pou-
darkom na aplikaciji na omenjenem modelu.
4.1 Holsteinov polaron
V razdelku 2.3 smo izpeljali splošen interakcijski člen za sklopitev med elektroni in
fononi (enačba 2.28) in od tam pokazali nekaj konkretnih modelov. Na koncu smo
pokazali, kakšen približek je Holsteinov model, ki ga v tem razdelku obravnavamo
bolj podrobno. Kot za ostale modele je Hamiltonjan sestavljen iz treh delov:
Ĥ = Ĥel + Ĥph + Ĥel−ph. (4.1)
Polaron obravnavamo v njegovi najpreprosteǰsi obliki: na enodimenzionalni ve-
rigi dolžine L s periodičnimi robnimi pogoji, v fononski del pa vključimo samo
optične (Einsteinove) načine. Za detajlno dinamiko ali opis večjih družin resničnih
materialov je ta model sicer zelo nepopoln, vseeno pa izkazuje precej netrivialnih
lastnosti. Za fonone in sklopitev ni pomembno, kakšni so mikroskopsko, pomembno




(ĉ†j+1ĉj + h.c.), (4.2)
kjer je ĉj (ĉ
†
j) fermionski anihilacijski (kreacijski) operator na mestu j. Operator
opisuje proces skoka na sosednje mesto z verjetnostno aplitudo t. Periodični robni
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kjer je â fononski aninhilacijski operator (tu eksplicitno pǐsemo ℏ, vendar je v na-
daljevanju postavljena na 1). Sklopitev med elektroni in fononi je preko distorzije
mreže x̂j = âj + â
†




ĉ†j ĉj(âj + â
†
j). (4.4)
Model je odvisen od trojice parametrov (t, ω, γ) (ki imajo vsi dimenzijo energije),
vendar sta zares pomembni samo dve razmerji [32]. Prvo je t.i. adiabatski parame-
ter ω/t, ki določi, katere prostostne stopnje v sistemu so počasne oz. hitre. Če je
adiabatski parameter majhen, so elektroni hitri in se le prilagajajo skoraj statičnim
mrežnim deformacijam. Za polaron v tem kontekstu pravimo, da je ,,hiter”. Na-
sprotno, ko je ω/t velik, se mrežna nihanja hitro prilagajajo gibanju elektrona in
polaron je ,,težek”.
Druga konstanta je brezdimenzionalni sklopitveni parameter γ/t oziroma γ2/tω.
V numerični analizi navadno postavimo t na 1 in pri nekaj fiksnih ω spreminjamo
γ. Z vklopom sklopitve γ > 0 enostavni neinteragirujoči sistem preide (brez fa-
znega prehoda) v režim, kjer osnovno stanje vsebuje kvazidelec. Ta je sestavljen iz
elektrona in deformacije mreže okoli njega. Glede na velikost γ ločimo režim šibke
sklopitve od režima močne sklopitve. Šibko sklopljeni elektron je zelo mobilen in
na nekaj med sabo zelo oddaljenih mestih interagira z malo fononi. Energija osnov-
nega stanja kot interpolacija med tema dvema režimoma je narisana na sliki 4.1.
Osnovno stanje se v limiti šibke sklopitve zvezno približa rezultatu za prost elektron
Ekin = −2. V drugi smeri s povečevanjem sklopitve dobimo vedno bolj lokaliziran
(majhen) polaron.
V modelu ne upoštevamo nobenih interakcij med elektroni in se omejimo na en
sam delec. Ob periodičnih robnih pogojih Hamiltonjan ohranja število elektronov,
dobro kvantno število pa je tudi kvazimoment valovne funkcije. Ne ohranja pa
se število fononov, zato je Hilbertov prostor v principu vedno neskončen. To ima
posledice za način izgradnje baze, ki jih razložim v naslednjem podpoglavju.
Za študij termalizacije lastnih stanj se omejimo na generične vrednosti para-
metrov, ko ene sorte prostostnih stopenj ne moremo obravnavati perturbativno in
sklopitev ni šibka. Vsi parametri modela so tako približno enako veliki.
4.1.1 Močna sklopitev
Zanimiv limitni primer modela je popolnoma lokaliziran elektron t = 0 [33, 34].




Ĥj, Ĥj = ωâ†j âj − γn̂j(âj + â
†
j), (4.5)
ki ga lahko diagonaliziramo z uporabo transformacije Langa in Firsova. Operator
Ô se z njo transformira po predpisu
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Slika 4.1: Energija za prvi dve osnovni stanji v sektorjih k = 0 in k = 2π/L z metodo
LFS in Nh = 15 (razloženo v naslednjih poglavjih). Parameter t je postavljen na 1,
ω pa na 0.5. Vǐsje vzbujena stanja tvorijo kontinuum in niso narisana. Siva označuje
režim γ = 1/
√
2, kjer poteka večina analiz v naslednjih poglavjih.




kjer je p̂j = i(â
†
j − âj) operator momenta mreže na mestu j. Fermionski operatorji
se transformirajo kot
˜̂ci = ĉie





ãi = âi + g. (4.8)
Lokalni Hamiltonjan se potem, če je na mestu en elektron, transformira v
H̃j = ω
[





− γ(âj + â†j + 2g)
= ωa†j âj + (ωg − γ)(âj + â
†
j) + ωg
2 − 2γg. (4.9)
Za g = γ/ω je gornji izraz diagonalen. Konstantni člen je v tem primeru enak
−γ2/ω =: −εb, kar v literaturi najdemo pod imenom polaronska vezavna ener-
gija. Na gornjo transformacijo lahko gledamo ekvivalentno kot na transformacijo
operatorja ali zamenjavo baze. Fononski del osnovnega stanja za diagonaliziran Ha-
miltonjan opǐse harmonski oscilator, ki je izmaknjen za g. To je koherentno stanje1,










1Za koherentna stanja velja a|α⟩ = α|α⟩, torej da so lastna stanja aninhilacijskega operatorja.
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kjer je predfaktor normalizacija in je |0⟩ stanje brez delcev. V tem stanju je pov-
prečna zasedenost fononov g2. V koherentnem stanju so v fononskem delu valovne
funkcije prisotna stanja s prav vsemi zasedbenimi števili. Tu eksplicitno vidimo
posledico neohranjenega števila fononov v Hamiltonjanu.
4.2 Točna diagonalizacija
Preprosta izbira metode za obravnavo večdelčnega kvantnega sistema je točna dia-
gonalizacija (ang. exact diagonalization, ED) v bazi z izbranim številom delcev. Ta
metoda ima posebno prednost, ker ne predpostavlja nobenih lastnosti sistema in ne
vsebuje nobenega približka. Zaradi tega je izvrstna primerjava za druge, bolj sofi-
sticirane metode. V sistemu z mešanimi bozonskimi in fermionskimi prostostnimi
stopnjami Hilbertov prostor ločimo na dva dela
Ĥ = Ĥf ⊗ Ĥb, (4.11)
ki ustrezata vsak svojemu tipu delcov (f za fermione, b za bozone). Tudi valovno
funkcijo potem zapǐsemo kot tenzorski produkt fermionskega in bozonskega dela
|ψ⟩ = |ϕf⟩ ⊗ |θb⟩. Bazo vsakega dela prostora konstruiramo po postopku, odvisnem
od tega, ali Hamiltonjan ohranja število delcev ene ali druge sorte. Kot omenjeno,
je v modelu Holsteinovega polarona število elektronov ohranjena količina, torej je
baza za brezspinske fermione na verigi dolžine L sestavljena iz L stanj.
Za obravnavo fononskih prostostnih stopenj s točno diagonalizacijo uvedemo
mejo M , ki je maksimalno število fononov na mesto. Za vsako mesto imamo torej
M + 1 možnih stanj, kar je (M + 1)L različnih stanj v verigi. Celoten Hilbertov
prostor ima torej dimenzijo
D = De ×Dp = L(M + 1)L, (4.12)
ki pa jo lahko zmanǰsamo za faktor L, če implementiramo translacijsko simetrijo in
rešujemo le v enem k-sektorju. V danem podprostoru lahko Hamiltonov operator
predstavimo kot matriko z elementi
Hij = ⟨ψi|Ĥ|ψj⟩ (4.13)
kjer gresta i in j po celotni bazi. Matrika, ki jo moramo diagonalizirati, ima torej
dimenzijo D × D. Najenostavneǰsi način, s katerim bi lahko izračunali matrične
elemente, je direktno z uporabo gornje formule, torej izvesti D2 računov. V bazi z
dobrim številom delcev je zaradi njene lastnosti, da je kompleten ortogonalni sistem,
⟨e, p|e′, p′⟩ = δp,p′δe,e′ , (4.14)
kjer e pomeni elektronsko in p fononsko konfiguracijo, veliko matričnih elementov
enako 0. V Hamiltonjanu imamo samo člene z nekaj kombinacijami operatorjev,
torej entitetami, ki s svojim delovanjem spremenijo konfiguracijo delcev. V tem
smislu je baza z dobrim številom delcev zelo fina izbira baze. Bolǰsa strategija je zato
na vsako stanje iz baze delovati z vsakim izmed operatorjev Ĥel, Ĥph in Ĥel−ph in si
shraniti le tistih nekaj matričnih elementov in vektorjev, ki jih da operacija Ĥ|ψi⟩ =∑
j Hij|ψj⟩. Teh je v našem primeru največ 5, torej ima matrika Hamiltonovega
operatorje le ≤ 5D neničelnih elementov.
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Na račun tolikšnega zmanǰsanja zahtevnosti problema pa si moramo zdaj zapo-
mniti vektorje |ψj⟩ oziroma vedeti, kateri so ti vektorji. Zaradi tega moramo stanja
indeksirati in biti zmožni iz konfiguracijskega zapisa na enostaven način prehajati
v indeksnega. Situacijo še nekoliko poenostavi, če znamo narediti tudi obratno.
Opisano izvaja t.i. indeksna funkcija.
4.2.1 Indeksna funkcija
Indeksna funkcija je preslikava iz Hilbertovega prostora kvantnih stanj v neko števil-
sko polje
I : H → F, (4.15)
od katere zahtevamo naslednje stvari:
1. Izračun funkije mora biti hiter
2. Vsakemu stanju pripada unikaten indeks
Druga lastnost pomeni, da mora biti funkcija I injektivna. Primer take funkcije so
zgoščevalne funkcije (ang. hash function), ki stanju pripǐse realno število. Primer










kjer je pi i-to praštevilo. Uporaba praštevil pod korenom v funkcijah te sorte je
enostaven način za zagotavljanje injektivnosti, saj se tako izognemo možnostim, da
bi bila dva indeksa slučajno enaka. V tem primeru indeks zavzame vrednost v po-
zitivnih realnih številih in zavzame 32 bajtov spomina. Če torej znamo iz seznama
vektorjev narediti seznam indeksov, obstaja nadalje enostaven način, da olaǰsamo
iskanje v seznamu indeksov. Če so stanja urejena po naraščujočem indeksu, je na-
mesto primerjave s povprečno O(D) števili za določitev pozicije indeksa v seznamu
potrebnih le O(logD) operacij. Za generiranje vseh matričnih elementov, torej ge-
neracija stanj |ψj⟩ in iskanje pripadujočih indeksov, potrebujemo skupaj O(D logD)
operacij.
V primeru ko je Hilbertov prostor direkten produkt, kot je v problemu polarona,
lahko indeksno funkcijo uskladimo z idejo enačbe 4.11 in vsakemu delu valovne
funkcije priredimo svoj indeks
I = Ie ×Dp + Ip (4.17)
kjer je Dp dimenzija fononskega Hilbertovega prostora.
Za problem polarona lahko fononske valovne funkcije oštevilčimo tako, da si
predstavljamo zapis v bazi z dobrim številom delcev |n1, n2, ..., nL⟩p kot številko
n1n2...nL v neki številski bazi. Na mestu je lahko do M fononov, torej je primerna
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Ta indeksna funkcija je celo bijekcija s posebno preprostim inverzom. Tako si
niti ni treba shranjevati dejanskih vektorjev baze – le indekse. V algoritmu za
iskanje matričnih elementov potem samo enkrat vsak indeks i pretvorimo v zapis
z zasedbenimi števili |ψ⟩ = I(−1)(i) in izračunamo, katera stanja se nahajajo v
superpoziciji Ĥ|ψ⟩.
4.2.2 Implementacija translacijske simetrije
Diagonalizacija matrike Hamiltonovega operatorja je numerično najzahtevneǰsi del
naloge. Za matriko dimenzije D × D potrebujemo O(D3) operacij, pri čemer je D
tipično med nekaj tisoč in več deset tisoč. Če sistem zapǐsemo v bazi, ki izkoristi
simetrije, Hamiltonova matrika razpade na manǰse bloke, ki jih lahko diagonalizi-
ramo veliko hitreje. V primeru, ko nas zanimajo samo statistične lastnosti spektra
in lastnih stanj, lahko diagonaliziramo celo samo en blok, če vemo, da vsi simetrijski
sektorji zgledajo enako.
Za pravilno interpretacijo kazalcev kvantnega kaosa je izraba simetrij celo nujna.
Na primer: dvotočkovna spektalna korelacijska funkcija (mednivojska energijska raz-
lika) med stanji, ki pripadajo različnim sektorjem, ne kaže na kaotično obnašanje
četudi je sistem v resnici kaotičen. Simetrija namreč dovoljuje degeneracijo in med-
nivojski odboj, kot ga pričakujemo v kaotičnem režimu, se ne pokaže. Z drugimi
besedami lahko rečemo, da so nivoji v različnih simetrijskih sektorjih med seboj ne-
korelirani, torej bodo združeni kazali Poissonsko porazdelitev mednivojskih razdalj.
Kot omenjeno sta v problemu Holsteinovega polarona prisotni dve pomembni si-
metriji: ohranitev števila elektronov in translacijska simetrija. Prvo implementiramo
z izbiro števila elektronov v sistemu, v našem primeru 1. Translacijsko simetrijo im-







Taka valovna funkcija ima lastnost, da ob delovanju operatorja translacije
T̂ |n1, n2...nN⟩ = |n2, ...nN , n1⟩ (4.20)
dobimo
T̂ |a(k)⟩ = e−ik|a(k)⟩. (4.21)
V zgornji enačbi so torej lastna stanja operatorja translacije T̂ , ki jih oštevilčimo
s kvantnimi števili k = 2πZL/L (e−ik so vsi ireducibilni karakterji za translacijsko
grupo na L mestih s periodičnimi robnimi pogoji). Stanju na desni strani |a⟩ pra-
vimo reprezentant (ang. representative state, včasih tudi parent state). Kvaliteta
stanja, da je reprezentant, pomeni, da iz enega stanja |a⟩ načeloma lahko dobimo
več različnih stanj |a(k)⟩, če je le zanj dovoljen kvazimoment k.
Primer stanja |a⟩, ki ne more generirati Blochovih stanj s poljubnim k, je stanje
|1, 1, 1, 1⟩. Če iz njega poskusimo tvoriti superpozicijo transliranih stanj, vidimo, da




eikjT̂ j|1, 1, 1, 1⟩
= |1, 1, 1, 1⟩+ eik|1, 1, 1, 1⟩+ e2ik|1, 1, 1, 1⟩+ e3ik|1, 1, 1, 1⟩
= (1 + eik + e2ik + e3ik)|1, 1, 1, 1⟩




V zadnji vrstici smo definirali posplošeno utežno funkcijo F (a, k) in periodičnost
reprezentanta Ra. To je število translacij, potrebnih. da pridemo nazaj v originalno
stanje. Drugače rečeno, Ra je najmanǰse število, večje od 0, ki reši enačbo
T̂Ra |a⟩ = |a⟩. (4.23)
Za večino reprezentantov je periodičnost Ra kar dolžina verige L, včasih pa je
lahko manǰsa. Tak je primer zgoraj, enako pa velja za reprezentante, ki vsebujejo
kakšen vzorec (npr. |1, 0, 1, 0⟩ in podobno). Reprezentant v zgornjem primeru je
izbran tako, da je Ra = 1. Zdaj se lahko vprašamo, kakšne vrednosti lahko zavzame





da so za reprezentanta iz enačbe 4.22 na voljo možnosti




) = 1 + i− 1− i = 0




) = F (a,
π
2
) = 0, (4.24)
torej ima edino Blochovo stanje, ki ga lahko tvori reprezentant |1, 1, 1, 1⟩, k enak
0. Dovoljeni kvazimomenti zadoščajo pogoju k = 2πn/L, kjer je n število med 0 in
Ra − 1. Stanje v enačbi zgoraj še ni normalizirano. Pravilno normalizacijo lahko
dobimo, če normo ⟨a(k)|a(k)⟩ izračunamo z uporabo zadnje vrstice enačbe 4.22
Na := ⟨a(k)|a(k)⟩ = Ra|F (a, k)|2 = L2/Ra (4.25)







To je v resnici enačba za reprezentante |a⟩ in njihove periodičnosti Ra (normali-
zacije si ni potrebno shranjevati, ker jo izračunamo po formuli 4.25). Za generiranje
baze v danem simetrijskem sektorju (torej kvazimomentom k) moramo iz originalne
baze izbrati reprezentante, ki lahko generirajo stanja v njem. To lahko naredimo
algoritmično:
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1. Preverimo, ali je stanje reprezentant. Če ja, shranimo njegov indeks in
2. Preverimo in shranimo njegovo periodičnost Ra.
V sistemu z mešanimi prostostnimi stopnjami so tudi reprezentanti tenzorska





eikjT̂ je |a⟩e ⊗ T̂ jp |a⟩p. (4.27)
Normalizacija je dana s periodičnostjo kombinirane valovne funkcije. Stanje
|1, 0, 0, 0⟩e ⊗ |1, 1, 1, 1⟩p ima na primer periodičnost Ra = 4 in ne Ra = 1, kar je
periodičnost njegovega fononskega dela. Kot prej omenjeno se omejimo na problem
enega elektrona. To bistveno poenostavi izgradnjo množice reprezentantov, saj jih
generiramo kot
|a⟩ = |1, 0, 0, 0⟩e ⊗ |n1, n2, n3, n4⟩p, (4.28)
kjer fononska zasedbena števila ustrezajo nj ≤ M (z metodo LFS postane M efek-
tivno funkcija oddaljenosti od elektrona M =M(j)). Poleg tega imajo vsi ti repre-
zentanti periodičnost Ra = L = 4.
V tej bazi lahko prav tako, kot prej, Hamiltonov operator Ĥ predstavimo kot ma-
triko z matričnimi elementiHij. Postopek je identičen tistemu, opisanem v preǰsnjem
podpoglavju, le da si tu ne zapomnimo baznih stanj, ampak njihove reprezentante.






kjer smo že uporabili translacijsko invariantnost Hamiltonjana [T̂ , Ĥ] = 0. Vidimo,
da moramo za izračun matričnega elementa poznati samo delovanje Hamiltonjana









kjer je |b⟩ reprezentant za stanje |b̃⟩ in velja T̂ lb|b⟩ = |b̃⟩. Tilda nad matričnim
elementom H̃ba namiguje, da ne gre za matrični element med translacijsko invarian-
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Odvisno je torej tudi od normalizacije stanja |b(k)⟩, opazimo pa tudi, da je v
splošnem kompleksno. Matriko Hamiltonjana lahko tako zapǐsemo v L-krat manǰsi
bazi, vendar so njeni vnosi 128 bitni namesto 64. Če bi želeli v tej bazi izračunati
vse matrične elemente, bi morali zgornji algoritem ponoviti za vsak k-sektor. V
resnici to ni potrebno, ker za k ̸= −k velja, da je vsako stanje duplicirano v sektorju
z nasprotnim k. V sektorju k = 0 in k = π velja k = −k, kar pomeni, da imamo
prisotno še dodatno simetrijo na zrcaljenje P̂ . Akcija tega operatorja je
P̂
(
|n1, n2, . . . nL⟩p




|nL, nL−1, . . . n1⟩p
|0, 0, . . . 1⟩e
)
, (4.33)
torej vsako mesto v verigi l preslika na mesto L − l. V sektorjema k = 0 in k = π
operator P̂ komutira z operatorjem translacije T̂ . V gornji enačbi to vidimo tako,
da iz preslikanega stanja poskušamo tvoriti novega reprezentanta. Za to moramo
uporabiti en operator translacije, ki bi na celotno valovno funkcijo prispeval faktor
eik. Ker za lastno stanje zrcaljenje |a⟩ velja P̂ 2|a⟩ = p2a|a⟩ = |a⟩, kjer je pa lastna
vrednost, ima pa lahko le vrednosti ±1. Tudi to simetrijo je mogoče implementirati v
kodi za točno diagonalizacijo, s čimer matrika H postane realna, vendar to zaenkrat
puščamo za prihodnje delo.
4.3 Omejeni funkcijski prostor
V podpoglavju o točni diagonalizaciji sem omenil, da podprostor definiramo z vpe-
ljavo zgornje meje za število fononov na posemeznem mestu M . Za nizkoenergijsko
polaronsko fiziko so najbolj relevantna stanja, ko so si elektron in fononi blizu. V
bazi s končnimM pa generirano tudi veliko stanj s točno nasprotno lastnostjo, torej,
da je večina vzbuditev daleč proč od elektrona. Ta stanja lahko karakteriziramo kot
inverzno zasedena. Za analizo sredine spektra, ki jo navadno delamo pri proučevanju
kaotičnih lastnosti, bi namesto njih raje imeli v bazi več stanj z večino fononov blizu
elektrona. Ravno to doseže metoda omejenega funkcijskega prostora (ang. limited
functional space method, LFS ) ali variacijska točna diagonalizacija (ang. variational
exact diagonalization, VED), ki je bila vpeljana v referenci [14] (glej tudi ref. [32]).
V bazo bi torej raje vključili več stanj, ki so ,,blizu” elektrona s fononi na istem
mestu. To ,,bližino” si lahko mislimo kot število operatorjev v Hamiltonjanu, ki
povezujejo dve stanji med sabo. Če imamo na primer stanje |a⟩ := |1, 0, 0, 0⟩e ⊗
|0, 0, 0, 0⟩p, lahko vidimo, da je povezano s stanji
|0, 1, 0, 0⟩e ⊗ |0, 0, 0, 0⟩p = c†2c1|a⟩
|0, 0, 0, 1⟩e ⊗ |0, 0, 0, 0⟩p = c†4c1|a⟩
|1, 0, 0, 0⟩e ⊗ |1, 0, 0, 0⟩p = c†1c1a
†
1|a⟩. (4.34)
Ta stanja so dalje povezana s stanji, kot je na primer |0, 0, 1, 0⟩e ⊗ |0, 0, 0, 0⟩, in
tako dalje. Variacijski prostor zgradimo tako, da v njem zberemo stanja, ki so
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Slika 4.2: Sistematičen prikaz generacije baze variacijskega prostora, tu za primer
verige dolžine 6. Stanja začnemo generirati iz začetnega stanja z enim elektronom in
brez prisotnih fononov. V prvi generaciji nh = 0 lahko elektron skoči za mesto levo
ali desno, vendar je to isto translacijsko invariantno stanje. Edina preostala opcija
je kreacija fonona na mestu elektrona. V drugi generaciji nh = 1 je tako samo eno
stanje. Iz njega nato v tretji generaciji lahko tvorimo 3 nova stanja: kreacija fonona
na mestu elektrona in dva možna skoka elektrona. Čeprav skoči elektron, si zapis
baze poenostavimo, če si vedno mislimo elektron na prvem mestu. Elektronski skok
si zaradi tega predstavljamo kot skok vseh fononov v nasprotno smer. Elektronsko-
fononska sklopitev vsebuje tudi člen, ki na mestu elektrona odstrani fonon, vendar
to ne vodi do novega stanja v bazi (dobimo samo originalno stanje iz generacije
nh = 0). Postopek ponavljamo in z njim generiramo tisoče in tisoče stanj. Povzeto
po [33].
za manj kot nek paremeter Nh oddaljena od začetnega stanja. Stanja na levi v
enačbi 4.34 predstavljajo primer variacijskega prostora za Nh = 1, torej so prva ge-
neracija stanj. Primer je narejen na verigi dolžine L = 4, vendar je mogoče identično
konstrukcijo narediti tudi na neskončni verigi2. Ko smo konstruirali matriko Hamil-
tonovega operatorja v tej bazi, je postopek reševanja identičen točni diagonalizaciji
z maksimalnim številom fononov na mestu.











2V primeru neskončne verige velikost matrike hitro raste, poleg tega pa je implementacija tran-
slacijske simetrije drugačna. Neskončna veriga je bolj primerna, če nas zanima le nekaj nizkoležečih
stanj.
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Slika 4.3: Histogram normalizirane gostote stanj za povečevanje sistema z metodo
točne diagonalizacije na dva načina: pri fiksni dolžini veriga L (levo) in fiksnem
največjim številom fononov na mesto M . V obeh primerih je gostota stanj za velike
sisteme podobna Gaussovi krivulji. Narisane so samo lastne vrednosti iz sektorja
k = 2π/L pri izbiri parametrov t = 1, ω = .5 in γ = 1/
√
2.
ki vsebuje vsa stanja baze. V tej vsoti je je dodaten parameter prostoraMh največje
število generiranih fononov na vsakem koraku. Za fiksno največje število fononov
v sistemu Nh × Mh so ti fononi pri manǰsem Mh v povprečju bolj oddanjeni od
elektrona in obratno pri večjem Mh. Ta parameter postane pomemben pri aplikaciji
metode za različne obsege parametrov modela. Postopek je ilustriran na sliki 4.2.
V režimu šibke sklopitve γ ≪ t, ω so fononi in elektron lahko poljubno daleč
narazen v prostoru. Kljub temu lahko s fiksiranjem parametra Mh = 1 in siste-
matičnim povečevanjem parametra Nh dobro opǐsemo osnovno stanje in prvih nekaj
vzbujenih stanj. V režimu močne sklopitve je polaron vitek oziroma se fononi naha-
jajo zgolj v njegovi neposredni bližini. Za bolǰsi opis polarona v tem primeru je bolje
ob istem številu fononov v sistemu povečati število generiranih fononov na vsakem
koraku Mh.
4.4 Gostota stanj
Ko smo zapisali matriko Hamiltonovega operatorja v izbrani bazi, jo diagonaliziramo
z ustrezno rutino. Obstaja veliko efektivnih algoritmov za ekstrakcijo relevantnih
stanj iz sredine spektra, vendar se jih tu ne poslužujemo, ker nas zanimajo vsa lastna
stanja in lastne energije operatorja. To do neke mere omeji, kako velike sisteme
lahko gledamo. Probleme, s katerimi se srečujemo pri numerični diagonalizaciji,
lahko ilustriramo na primeru lastnih energij.
Za Hilbertov prostor točne diagonalizacije pri fiksni dolžini verige L in M po-
znamo točne vrednosti za povprečno energijo in njeno standardno deviacijo. Rezul-
tat diagonalizacije je nabor stanj, ki jih označimo z |α⟩ in ki imajo lastnost
Ĥ|α⟩ = Eα|α⟩. (4.36)
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K povprečni energiji prispevajo le diagonalni elementi







kjer je D dimenzija Hilbertovega prostora. V bazi, v kateri smo originalno zapisali
Hamiltonjan, je edini diagonalni člen fononski del Hamiltonjana, ki ima v povprečju
vrednost povprečne zasedenosti stanja. To pa je ravno M/2. Na podoben način se
da pokazati, da je varianca energije
Γ2 = ⟨Ĥ2⟩ − ⟨Ĥ⟩2 = Lω
2M(M + 2)
12
+ 2t2 + γ2M. (4.38)
Za tipično izbiro parametrov v režimu srednje močne sklopitve je gostota stanj
prikazana na sliki 4.3. Vidimo, da se ob povečevanju dimenzije Hilbertovega prostora
gostota stanj približuje Gaussovi krivulji, kar pričakujemo v termodinamski limiti.
Trend je tudi, da je porazdelitev okoli povprečne energije ožja v večjem prostoru.
Za velike sisteme, večje od D ∼ 40000, ta trend povzroči težave pri konvergenci med
izvajanjem diagonalizacije. Za premostitev tega fenomena je treba uporabiti bolj
sofisticirane metode za diagonalizacijo, kot je na primer metoda shift-invert [35].
Slika 4.4: Gostota stanj, kot jo vidimo z metodo LFS. Tu nimamo eksplicitne for-
mule za pričakovano vrednost energije, zato je Eav izračunana numerično. Sektor in
parametri so enaki, kot pri ED.
Podobno sliko si lahko ogledamo tudi v variacijskem prostoru (slika 4.4). Splošni
vzorec ožanja porazdelitve velja tudi tu, vendar je porazdelitev močno asimetrična.
Medtem ko so energije pod povprečjem porazdeljene podobno, kot pri točni diago-
nalizaciji, na drugi strani spektra gostota pada hitreje. Opazimo lahko tudi nekaj
karakterističnih špic, ki nakazujejo prisotnost degeneracij.
Degeneracije so artefakt metode. Kot podrobnost so analizirane na sliki 4.5.
Vidimo, da čeprav dimenzija degeneriranih podprostorov narašča, imajo v termodi-
namski limiti degeneracije mero 0, kot pokaže detajl. Prav tako jih pri večjih bazah
opažamo pri vedno vǐsjih energijah. Temu ne uspe kljubovati trend večanja števila
nivojev pri dalǰsi verigi.
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Slika 4.5: Analiza degeneriranih podprostorov za L = 8. Na levi vidimo razvoj
platojev pri večanju korakov LFS – pri Nh = 9 vidimo le 3 nivoje, pri Nh = 15
pa že 6. Nivoji drsijo v energiji, merjeni glede na povprečno energijo, hkrati pa
postajajo vedno večji v številu vsebovanih stanj (y-os na levem panelu prikazuje
število degeneriranih stanj). Na desni je prikazana najmanǰsa energija, pri kateri
dobimo degeneracije, v odvisnosti od dimenzije baze LFS za dve dolžini verige. Za
L = 6 so vselej prisotni trije nivoji, zato je trend raven, za L = 8 pa se pojavljajo
novi nivoji pri nižjih energijah. V detajlu vidimo procent stanj, ki so degenerirana,
glede na velikost baze.




V razdelku 3.3.1 smo vpeljali mednivojske razlike, ki so značilne za vsakega izmed
univerzalnostnih razredov. Statistiki razlike energij med sosednjima nivojema je
ekvivalentna statistika r̃. Naj bodo En urejene lastne energije brez degeneracij
E1 < E2 < ... < EN . Iz njih tvorimo N − 1 mednivojskih razlik Sn = En+1 − En.
Iz teh nato tvorimo N − 2 predmetov rn po predpisu rn = sn+1/sn, ki jih končno








V referenci [36] so pokazali, da velja P (r̃) = 2P (r)Θ(1− r) in da, če predposta-
vimo Wignerjev nastavek (enačba 3.11), velja




(1 + r + r2)1+3β/2
, (5.2)
kjer je Zβ normalizacija in je β Wignerjev indeks (β = 1 za ortogonalni in β =
2 za unitarni ansambel). To je zgolj približek za resnično porazdelitev P (r) za
velike sisteme. Podobno kot pri porazdelitvi mednivojskih energijskih razlik P (s),
ki bazira na ansamblu 2 × 2 matrik (glej razdelek 3.3.1), je tu ansambel 3 × 3
matrik izhodǐsče za analitično formulo, ki kvalitativno zelo dobro zadošča resničnim
sistemom. V primerjavi s porazdelitvijo s pa ima statistika r pomembno prednost.
Neenakomerna gostota stanj, kot jo vidimo tudi na sliki 4.3, pomeni, da bi z naivnim
računon P (s) videli samo fluktuacije iz gostega dela spektra. Zaradi tega je za
pravilno porazdelitev P (s) treba spekter razgrniti, torej gostoto stanj umetno povsod
postaviti na 1. Pri tem koraku v proces vnesemo nekaj arbitrarnosti. Vse to pri
statistiki r ni potrebno.
Še preprosteǰse diagnostično orodje je pričakovana vrednost r̃, povprečena čez vse
nivoje (v sredini spektra). Za poljubno velike sisteme zopet točen izraz ne obstaja,
vendar so numerične študije dale naslednje rezultate:
⟨r̃⟩GOE ≈ 0.5307 (5.3)
⟨r̃⟩GUE ≈ 0.5996. (5.4)
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Ti številki primerjamo z rezultatom za generične integrabilne sisteme. Za sladnje
je značilno, da so energijski nivoji nekorelirani med sabo in je, kot sta argumentirala
Berry in Tabor [37], posledično mednivojska razlika porazdeljena Poissonsko
P (s) = e−s. (5.5)
Iz tega zakona je možno točno izračunati porazdelitev P (r) in njeno povprečje
⟨r̃⟩Poisson = 2 log 2− 1 ≈ 0.3863. (5.6)
To številko povezujemo z odsotnostjo kvantnega kaosa ali prisotnostjo dodatnih
simetrij. V slednjem primeru so simetrijski sektorji med sabo nekorelirani in enak
argument, kot v primeru integrabilnih sistemov, predlaga Poissonski rezultat za r̃.
Ker v kodi nisem implementiral simetrije na zrcaljenje (prisotna samo v sektorjih
k = 0 in k = π), kazalce kvantnega kaosa gledam v simetrijskem sektorju 2π/L in
se zaradi morebitnega vpliva fluktuacij v robu spektra (kjer je na voljo veliko manj
stanj) osredotočim na 50% stanj v sredini spektra.
5.2 Vpliv sklopitve
Najprej obravnavamo vprašanje, kako vklop interakcije prek sklopitve z elektronom
vpliva na kazalce kvantnega kaosa. Na sliki 5.1 vidimo povprečje statistike r̃ v od-
visnosti od sklopitvenega parametra. Za srednje velikosti γ je sistem v obeh bazah
zelo konsistenten z napovedjo RMT. V primeru majhnih in velikih sklopitev pa vi-
dimo odstopanja, ki so povezana z bližanjem eni izmed točno rešljivih modelskih
limit. Fluktuacije okoli napovedi RMT padajo z večanjem baze, poleg tega pa so
odstopanja od njih potisnjena k bolj ekstremnim robnim vrednostim sklopitve. V
skladu s tem so v referenci [16] postavili domnevo, da v termodinamski limiti še
tako majhna vrednost γ sistem prestavi v režim kvantnega kaotičnega obnašanja.
To je konsistentno z odsotnostjo kvantnega KAM teorema (Kolmogorov, Arnold,
Moser) [38]. Morda pomembna opazka je, da je za zlom integrabilnosti dovolj sklo-
pitev z intenzivno prostostno stopnjo (v sistemu je le en elektron).
Slika 5.1: Statistika r̃ pri različnih vrednostih sklopitvenega parametra za različne
verige. Izračunan je v simetrijskem sektorju 2π/L za ω = 0.5.
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5.3 Vpliv končne baze
Ponovno v sektorju 2π/L analiziram celotno porazdelitev r̃. Na sliki 5.2 je de-
monstrirano, da v njem lastne energije sledijo napovedim ortogonalnega ansembla
(GOE), kot je pričakovano za kvantno kaotični sistem z simetrijo na obrat časa.
Slika 5.2: Histogram statistike r̃ pri parametrih ω = 0.5 in γ = 1/
√
2, ko
povečujemo število fononov v sistemu. S črno črtkasto črto je narisana napoved
GOE po enačbi 5.2. Z ožjimi črtami so narisane porazdelitve za manǰse sisteme,
kjer pričakujemo večji vpliv fluktuacij.
Za bazo, generirano z LFS, je porazdelitev r̃ drugačna. Na sliki 5.3 je nari-
sana na levi. Vidimo lahko, da je namesto Poissonske porazdelitve v k = 0 r̃
kaže porazdelitev, značilno za GOE. To lahko upravičimo, če rezultat primerjamo s
pričakovanimi vrednostmi operatorja zrcaljenja mreže. V bazi točne diagonalizacije
rezultat nakazuje, da so vsa lastna stanja v sektorju k = 0 lastna stanja zrcaljenja,
kot pričakovano. Nasprotno v bazi LFS temu ustreza le del stanj na robu spektra,
ki pa jih za računanje porazdelitve r̃ tako ali tako ne upoštevamo. Tako ne pride
do mešanja dveh simetrijskih sektorjev in posledično mešanja nekoreliranih lastnih
energij.
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Slika 5.3: Porazdelitev r̃ v vseh simetrijskih sektorjih za verigo dolžine L = 6 z
metodo točne diagonalizacije (M = 3) in metodo LFS (Nh = 13). S sivo je narisana
napoved GOE, s črno pa GUE. Na desni je narisana pričakovana vrednost operatorja
zrcaljenja P̂ v lastnih stanjih. Degenerirana stanja niso upoštevana.
Dalje je za bazo LFS v simetrijskem sektorju 2π/L prisotna porazdelitev r̃, kot
jo napoveduje unitarni ansambel (GUE) namesto GOE (slika 5.4). Modelski Hamil-
tonjan sicer poseduje simetrijo na obrat časa, vendar ne ohranja števila delcev, zato
je njegovo delovanje na katerokoli bazo s končnim številom fononov lahko drugačno.
Na celoten podprostor, ki je generiran v zadnjem koraku generacije baze, operator
distorzije x̂j = âj + â
†
j deluje samo kot anihilacijski operator. Antiunitarni opera-
tor za obrat časa, ki ga predstavimo kot produkt unitarnega dela in kompleksnega
konjugiranja [27], na tem podprostoru ne more ohranjati sodosti x̂. Natančneǰsa
razlaga tega tehničnega fenomena ostaja odprto vprašanje.
Slika 5.4: Histogram statistike r̃ pri povečevanju LFS baze do ∼ 40.000 stanj v
sektorju 2π/L pri parametrih ω = 0.5 in γ = 1/
√
2. Črna črtkasta črta je napoved
GUE. Degeneracije niso upoštevane.
Nazadnje se lahko prepričamo, da je rezultat za LFS bazo res robusten. V ta
namen narǐsem statistiko r̃ za vsak del spektra na sliki 5.5. Baza je generirana
,,neenakomerno”, kar se odseva v gostoti stanj (prim. s sliko 4.4). Kljub temu
je GUE statistika prisotna povsod znotraj 50% sredinskih stanj. Poleg tega so
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fluktuacije okoli GUE povprečja manǰsa z večanjem baze v vseh delih obravnavanega
spektra.
Slika 5.5: Robustnost GUE rezultata za L=8. Levo: povprečje statistike r̃ v vsakem
dekantilu obravnavanih stanj (vsaka točka je povprečje čez 5% vseh stanj). Desno:
konvergenca 50% sredinskih stanj k rezultatu GUE za bazo LFS v odvisnosti od
njene dimenzije. Detajl iste podatke prikaže v log-log skali, ki sugerira polinom-
sko približevanje r̃GUE. Parametri spet isti, prav tako nevključevanje degeneriranih
stanj.
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Poglavje 6
Statistične lastnosti opazljivk
V tem poglavju vpeljem opazljivke, na katerih sem testiral veljavnost ETH v li-
miti, ko število fononskih prostostnih stopenj povečujemo proti neskončno. Njihove
diagonalne elemente najprej kvalificiram, nato še kvantificiram njihove fluktuacije.
6.1 Opazljivke
Kot smo elaborirali v razdelku o termalizaciji, Holsteinov model gledamo kot zaprt
kvantni sistem in preučujemo njegove opazljivke. V elektronskem sektorju opazu-







kjer je q = 2πq̃/L za q̃ = 0, 1, ...⌈L/2⌉− 1. Zaradi enostavnosti se zaenkrat omejimo
na q = 0. V sistemu imamo vedno samo eno elektron, zato se pričakovane vrednosti
elektronskih opazljivk ne skalirajo v sistemom (so intenzivne).










ki je pravzaprav samo energijska gostota fononskega dela Hamiltonjana. Ker so
fononske opazljivke ekstenzivne, je v velikih sistemih skoraj vsa energija shranjena
v Ĥph, zato od Nph pričakujemo, da se obnaša kot energija. Poleg tega gledamo še










sledeč referenci [16]. V navedenem delu so sistematično preučili obnašanje opazljivk
v termodinamski limiti L→ ∞ pri fiksnem M . Tu se vprašamo drugačno vprašanje
in matrične elemente opazljivk preučujemo v ,,smeri” M → ∞ in fiksnem L, torej
ko povečujemo največje možno število fononov na mesto v sistemu.
Za pravo termodinamsko limito bi morali vzeti L,M → ∞, vendar ni očitno,
v katerem vrstnem redu je treba izvesti limiti. Če najprej pošljemo dolžino L v
neskončno, sicer dobimo veliko fononov, vendar zaradi omejitve M to pravzaprav
niso bozoni (ne ubogajo Bose-Einsteinove porazdelitve).
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L=4 ED
Slika 6.1: Diagonalni elementi opazljivk v sektoru 2π/L, spet pri parametrih ω/t =
0.5 in γ/t = 1/
√
2 (ti so isti za vse slike v tem poglavju). Dimenzije Hilbertovih
prostorov so 6561 (M = 8), 14641 (M = 10) in 28561 (M = 12).
L=6 ED
Slika 6.2: Kot preǰsnja slika za L = 6. Dimenzije Hilbertovih prostorov so 729
(M = 2), 4096 (M = 3) in 15625 (M = 4).
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6.2 Diagonalni elementi
Osredotočimo se na diagonalne elemente in njihove fluktuacije. Na slikah 6.1 in 6.2
so prikazani diagonalni elementi v podprostoru, ki ga vidi točna diagonalizacija.
Elektronski opazljivki (vselej na desni) se praktično ne spreminjata, tudi ko celotno
dimenzijo prostora povečamo za dva velikostna reda. Število bozonov na mestu je
navidez neuniverzalno, vendar le na račun večanja števila dovoljene zasedenosti. V
sredini spektra tako vselej pričakujemo zasedenost N = Nav = M/2. Fluktuacije,
ki jih vidimo, kvantificirano v naslednjem podpoglavju.
Obnašanje obeh verig dolžine L = 4 in L = 6 je zelo podobno, sploh če se
osredotočimo na operator T1. Kvalitativna primerjava fluktuacij okoli ničle za oba
primera sicer namiguje, da padajo. Ne padajo pa s povečevanjem M . Skica je
podobna v omejenem funkcionalnem prostoru, narisana je na slikah 6.3 in 6.4. V
nizkoenergijskem delu spektra so oblike opazljivk podobne tistim iz točne diagona-
lizacije, nad sredino spektra pa se obnašajo opazno drugače. Značilnost tega dela
spektra, kjer so fononi v povprečju daleč proč od elektrona, je, da je z generirano
LFS bazo zelo neenakomerno opisan. S tem mislimo, da tipični reprezentant, ge-
neriran z metodo LFS, v prostoru nima nujno pripadujočega ,,inverznega stanja” z
enako fononsko konfiguracijo okoli drugega mesta v verigi.
L = 6 LFS
Slika 6.3: Kot preǰsnja slika. Degenerirana stanja so izpuščena. Dimenzije Hilber-
tovih prostorov so 3302 (Nh = 12), 11961 (Nh = 15) in 35453 (Nh = 18).
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L = 8 LFS
Slika 6.4: Kot preǰsnja slika. Dimenzije Hilbertovih prostorov so 993 (Nh = 9), 6519
(Nh = 12) in 33890 (Nh = 15).
6.3 Fluktuacije
Za kvantifikacijo fluktuacij vpeljemo količino z kot analog mednivojskim razlikam
za opazljivke, ki niso nujno diagonalne v lastni bazi Hamiltonjana. V diagonalnem
delu so fluktuacije opazljivk dane z D − 1 izrazi
zα = ⟨α + 1|Ô|α + 1⟩ − ⟨α|Ô|α⟩, (6.4)
iz katerih tvorimo dve statistiki: povprečno in največjo absolutno vrednost [39]. Za-
radi efektov končnega sistema se omejimo na sredino spektra. Za veljavnost ETH
za vsa stanja morata obe statistiki prepričljivo padati z večanjem sistema – edino
tako so pričakovane vrednosti lahko gladke funkcije energije, saj je energijska razlika
med sosednjima lastnima stanjema eksponentno majhna. Na tej točki se vrnemo
k vprašanju termodinamske limite: tako L → ∞ in M → ∞ (za ED) sta siste-
matična načina povečevanja števila prostostnih stopenj v neskončno. Vendar: ali
sta ekvivalentna? Katero limito je treba izvesti prej?
Na sliki 6.5 je prikazano obnašanje količin z za primer, ko jeM konstanten. Opa-
zimo lahko padanje povprečnih in največjih fluktuacij za vse opazljivke z značilno
obliko e−L/2. Če prevedemo to na velikost baze, ki je proporcionalna D ∼ eL, imajo
fluktuacije univerzalno obliko D−1/2 za vse opazljivke v sredini spektra.
Za alternativno termodinamsko limito so fluktuacije, narisane na slikah 6.6 in 6.7,
prevedene direktno v odvisnost od velikosti baze. Na ta način lahko primerjamo po
dve dolžini verige za vsak primer. Povprečja fluktuacij za vse opazljivke padajo
približno kot D−1/2 (odvisnost kaže črna črtkana črta na obeh grafih), razen fonon-
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M = 3 ED
Slika 6.5: Fluktuacije diagonalnih matričnih elementov ob konstantnem M in
dalǰsanju verige. Modra črta nakazuje eksponentno odvisnost e−L/2. Signalizira
eksponentno padanje fluktuacij, kar kaže na bližanje diagonalcev h gladki funkciji,
kot predvideva ETH. Zajetih je 50% stanj v sredini spektra iz vseh k-sektorjev.
ED
Slika 6.6: Fluktuacije matričnih elementov za točno diagonalizacijo pri večanju M .
S polnimi simboli je narisana veriga z L = 4, s praznimi pa L = 6. Obe količini
sta narisani glede na velikost baze D. S črno črtkano črto je za primerjavo narisana
odvisnost D−1/2, s sivo pa D−1/16.
skega korelatorja T1. Ta nima univerzalnega skaliranja povprečnih fluktuacij: za
ED je odvisnost bližje D−1/161, za LFS pa D−1/4. Oboje predstavlja odstopanje od
ETH. Še zgovorneǰse so maksimalne fluktuacije, ki jasnega trenda sploh ne kažejo.
ETH namreč govori o tem, da so v termodinamski limiti vsa lastna stanja stran od
roba termalna. Ta ,,vsa” (namesto ,,skoraj vsa”) testiramo z največjo fluktuacijo
zmax [39]. V primerjavi z limito L→ ∞ na sliki 6.5 tu fluktuacije ne padajo jasno ali
sploh ne padajo (najbolj zgovorni sta tu zopet opazljivki T̂1 in N̂ph). Na podlagi tega
lahko zaključimo, da iz numerične študije ni mogoče pokazati, da ETH za model v
limiti M → ∞ velja v močnem smislu.
1Tako šibek trend je v log-log skali sicer težko ločiti od konstantne ali logaritemske odvisnosti.
Pravilneǰse je reči, da diagonalci T1 padajo počesneje kot D−1/16.
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LFS
Slika 6.7: Fluktuacije matričnih elementov z metodo LFS pri večanju Nh oziroma
velikosti baze D. Polni simboli ustrezajo L = 6, prazni pa L = 8. S črno črtkano
črto je za primerjavo narisana odvisnost D−1/2, s sivo pa D−1/4.
Poglavje 7
Prepletenostna entropija
V razdelku 3.3.1 smo omenili koncept kvantnega kaosa v kontekstu statistike med-
nivojskih razlik v spektru. Podrobneǰsa opredelitev tega pojma presega vsebino
tega dela, omenimo pa še en njegov vidik. Lastne energije in lastna stanja sta glo-
boko kvantna koncepta in nimata enostavne ustreznice v klasičnem kaosu. Po drugi
strani eksponentno divergenco orbit pri majhni spremembi začetnega pogoja (metu-
ljev učinek), s katero najpogosteje opǐsemo klasični kaos, težko direktno prevedemo
v kvantni svet, kjer ne moremo govoriti o trajektorijah1
Zaradi tega vpeljemo entropijo kot mero delokalizacije v faznem prostoru za
študij kaosa v obeh režimih. Zopet se zanašamo na protokol kaljenja in si mislimo,
da opazujemo širjenje porazdelitve verjetnostne gostote po faznem prostoru. V





ρ(x,p; t) log ρ(x,p; t), (7.1)
kjer je D dimenzija klasičnega faznega prostora in faktor (2πℏ)D zagotovi brez-
dimenzionalnost. Za zaprte sisteme, ki so predmet diskusije tega dela, Liouvillov
teorem pravi, da je porazdelitev ρ konstantna v času, torej je konstantna tudi en-
tropija. Teorem pa ne velja za podsisteme, torej če zgoraj integriramo le po N −NA
prostostnih stopnjah x in p (navadno NA ≪ N). To je ekvivalentno delni sledi, ki
jo vpeljem v naslednjem razdelku.
Kvantni analog entropije, kot je vpeljana zgoraj, je von Neumannova entropija,
ki jo za gostotne operatorje zapǐsemo kot
SV N = −Tr{ρ̂ log ρ̂}, (7.2)
kjer je s strešico poudarjeno, da gre za operator. Striktno gledano ta definicija,
čeprav je naravna posplošitev enačbe 7.1, ne vključuje faznega prostora, ki je za
kvantne sisteme Hilbertov prostor, vendar na ta način zajamemo tudi mešana stanja,
kot je denimo termalno stanje.
Delokalizacija v faznem prostoru je povezana z ergodičnostjo sistema za izbrane
vrednosti parametrov, kar je indikator termalizacije.
1Analog metuljevega pojava je uporabljen za motivacijo časovno neurejenih korelatorjev v
ref. [18].
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7.1 Reducirana gostotna matrika
Ko smo v razdelku 6.1 vpeljali opazljivke in argumentirali, da želimo opazljivke gle-
dati v podsistemu elektronov ali fononov, smo v resnici namesto s splošno definicijo
za pričakovene vrednosti opazljivk v stanju
⟨Ô⟩ = Tr{ρ̂Ô} (7.3)
implicitno operirali z gostotnimi matrikami, ki pripadajo samo enemu od podsi-
stemov. Particija je morda nekoliko nenavadna, ker ni narejena v realnem pro-
storu. Posledično se oba podsistema raztezata čez celotno mrežo. Vendar lahko to
upravičimo tako, da se spomnimo, da interakcija v našem primeru ni med najbližjimi
sosedi delcev istega tipa (npr. sosednjih spinov) ali kaj podobnega, vendar enako
sklaplja različne tipe prostostnih stopenj na vsakem mestu v sistemu. Tu se osre-
dotočimo na reducirano gostotno matriko, ki opisuje elektronska del lastnih stanj
Hamiltonjana Ĥ|α⟩ = Eα|α⟩
ρ̂elα = Trp{ρ̂α} ≡ Trp{|α⟩⟨α|}, (7.4)
kjer p označuje fononske prostostne stopnje. Lastno stanje |α⟩ razpǐsemo s Schmid-
tovo dekompozicijo na tenzorske produkte valovnih funkcij v vsakem podsistemu
(elektronske prostostne stopnje označujem z r = 1, 2 . . . L, fononske pa z p = 1, 2 . . .






crp |r⟩el ⊗ |p⟩p (7.5)






























Zadnja vrstica pomeni, da v gostostno matriko prispevajo le stanja z enako fonon-
sko konfiguracijo. V bazi z enim elektronom, kjer je implementirana translacijska








ikjT̂ j|a⟩el ⊗ |p⟩p, (7.7)
kjer je |a⟩ stanje z elektronom na mestu 1. Podobno kot prej izvedemo sled prek
fononskih konfiguracij p












ik(j−j′)T̂ j (|a⟩⟨a|el ⊗ |p⟩⟨p′|p) T̂−j
′ |p′′⟩p,
kjer lahko v fononskem delu spet prepoznamo delta funkciji
⟨p′′|T̂ j|p⟩ = δp′′,T jp ⟨p′|T̂−j
′ |p′′⟩ = δp′,T−j′p′′ , (7.8)
kjer T indeks transformira enako, kot stanje. S tem se izraz prepǐse v obliko, podobno













′)T̂ j|a⟩⟨a|T̂−j′ . (7.9)
V gornji enačabi imata indeksa j vlogo, enako indeksu r v enačbi 7.6. Na hitro
se lahko prepričamo, da velja (ρ̂elα )00 = 1/L. V translacijsko invariantnem sistemu s
periodičnimi robnimi pogoji velja
ρ̂r,r′ = ρ̂r+l,r′+l, (7.10)
zaradi česar se lahko v računanju matričnih elementov reducirane gostotne matrike
omejimo na le možnosti
ρ̂l := ρ̂1,1+l, (7.11)
za katere periodični robni pogoji implicirajo ρL−l = ρ
∗
l . Za enačbo 7.9 to pomeni, da
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Lastne vrednosti cirkulantne matrike dobimo po enačbi
λj = ρ0 + ρ1ωj + ρ2ω
2
j + · · ·+ ρL−1ωL−1j , (7.13)
kjer je j = 0, 1, . . . L − 1 in je ωj = e2πij/L. Za slednje podobno, kot za matrične































kjer je zadnji člen prisoten samo za verige sode dolžine. Prepletenost za izbrano




λj log λj. (7.15)
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Omenimo dva robna primera za prepletenost v odvisnosti od γ. Če sklopitve
ni, je prepletenostna entropija enaka 0 in sistem opǐse tenzorsko produktno stanje.
Nasprotno je za velike vrednosti γ elektron povsem lokaliziran, kar pomeni, da so vse
zasedenosti kvazimomentov enake. Drugače rečeno, vse lastne vrednosti reducirane
gostotne matrike so enake 1/L in prepletenost je enaka maksimalni prepletenosti
S0 = logL.
7.2 Prehod med velikim in malim polaronom
Obnašanje prepletenosti obeh sort prostostnih stopenj lahko razumemo skozi eno-
stavno serijo računov, kjer fiksiramo vse parametre in sistematično spreminjamo
moč sklopitve γ. V ref. [40] so v osnovnem stanju preiskovali vpliv dosega sklopitve
in primerjali Holsteinov z bolj splošnim Frölichovim modelom. Oba so reševali z
variacijskim nastavkom, tako da je obravnava v tem delu metodološko komplemen-
tarna.
L = 6, k = 0
Slika 7.1: Prepletenost v osnovnem stanju simetrijskega sektorja k = 0 za dolžino
verige 6. Dimenzije Hilbertovih prostorov so D = 4096 za M = 3, D = 15625
za M = 4 in D = 11961 za LFS. S0 je definirana v enačbi 7.16. V detajlu je
narisano isto v režimu zelo majhnih γ (črtkan pravokotnik), črtkana črta v njem pa
je najbolǰse prilagojena premica z naklonom ≈ 1.88. Na desni je prikazano bližanje
maksimalni entropiji S0 = logL v log-log skali. Črtkana črta je odvisnost x
−2.
Prepletenostna entropija v osnovnem stanju za particijo na fermione in bozone
je narisana na slikah 7.1 in 7.2. Maksimalno prepleteno stanje je dano z dimenzijo
manǰsega, torej elektronskega, podprostora, ki je v tem primeru dolžina verige L.
Prepletenost v tem staju je
S0 = logL, (7.16)
s čimer normiram vse entropije v diskusiji. Primerjava simetrijskih sektorjev da dve
različni obnašanji v režimu srednje sklopitve, podrobna analiza za γ → 0 pa razkrije
zelo podobno odvisnost. Za velike γ se entropija v osnovnem stanju maksimalni
vrednosti približuje približno polinomsko.
Iz dobrega ujemanja rezultatov v režimu šibke sklopitve lahko sklepamo, da z
ED dobro opǐsemo fizikalno relevantni del Hilbertovega prostora. Z odstopanjem
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od LFS pa lahko kvantificiramo njeno neustreznost, ko sklopitev ni več majhna.
Zvezni prehod v močno sklopljen režim (ang. crossover) je opazimo kot močno
spremembo v zasičenosti entropije. Spomnimo se, da tu ne gre za fazni prehod. Za
LFS primerjava z Nh = 17 z velikostjo baze D = 16384 pokaže ujemanje na vsaj
3 decimalke na celotnem razponu vrednosti γ in ujemanje na vseh decimalkah za
γ ≪ 0.5.
L = 6, k = 2π/L
Slika 7.2: Prepletenost v osnovnem stanju simetrijskega sektorja k = π/3 za dolžino
verige 6. Črtkana črta v detajlu levo ima ponovno naklon ≈ 1.88, na desni pa
prikazuje odvisnost x−2.
7.3 Prepletenost vzbujenih stanjih
V tem razdelku podrobneje pogledamo splošno odvisnost entropije od povprečne
energije v spektru. Zanima nas, v kolikšnem delu spektra je prepletenostna entropija
povsem zasičena in kako na to vpliva število fononov po eni in moč sklopitve po drugi
strani.
Slika 7.3: Prepletenostna entropija za metodo ED za različne največje fononske
zasedenosti M za vsa stanja. Račun je narejen z izbiro parametrov ω = 0.5 in
γ = 1/
√
2 v sektorju 2π/L.
Za točno diagonalizacijo je rezultat prikazan na sliki 7.3, za LFS pa na sliki 7.4.
Ker smo v režimu srednje močne sklopitve (ω = 0.5, γ = 1/
√
2, kot poprej),
povečanje števila fononov na voljo za sklopitev vodi do bolj prepletenih stanj. Za
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L=4 in M=12 lahko opazimo zelo izrazit plato v sredini spektra, ki je za dalǰso
verigo pri isti sklopitvi prisoten samo v zelo ozki okolici Eav. Efektivna sklopitev je
torej odvisna od velikosti sistema, torej prostora, kjer so fononi lahko nesklopljeni z
elektronom. Za L = 6 je entropija bolj ostro definirana funkcija, kar je pričakovano
za sisteme, ki ubogajo ETH. Podobno opazimo tudi pri LFS.
Slika 7.4: Prepletenostna entropija za metodo LFS pri različnem številu korakov
generacije baze. Degenerirani platoji so izpuščeni.
Nazadnje si oglejmo še vpliv spreminjanja moči sklopitve γ na prepletenost v
spektru. Na sliki 7.5 je narisana prepletenost po vsem spektru za nekaj vrednosti
sklopitvenega parametra. Za majhne sklopitve lahko dobro vidimo nivoje, ki se po
energiji razlikujejo za ω = 0.5, torej gre za stanja s po enim fononom v sistemu
več ali manj. Z večanjem γ ti nivoji počasi izginjajo, dokler ni entropija približno
zvezna funkcija, hkrati pa se prepletenost enakomerno povečuje po vsem spektru do
platoja pri največji prepletenosti.
Slika 7.5: Prepletenostna entropija spektra pri večanju nekaj vrednostih sklopitve γ
in M = 3.
Ločevati moramo med dvema trendoma. Prvi je ostrenje funkije S(E), kar je
povezano z nastopom kvantnega kaosa in izginevanjem energijskih nivojev (z rdečo
jih vidimo kot dobro ločene navpične črte). Druga splošnost je večanje prepletenosti
v vseh stanjih s povečevanjem sklopitve γ (primerjaj s sliko 7.1). Z oranžno vidimo
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tipičen potek funkcije S(E) v režimu optimalnega izbora parametrov modela. Spo-
mnimo: v termodinamski limiti se domneva, da še tako majhna motnja γ povzroči
kvantno povsem kaotično obnašanje.
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Poglavje 8
Zaključki
V magistrskem delu sem preučeval spektralne lastnosti modela sklopljenih elektro-
nov in fononov in opazoval skladnost statistike mednivojskih razmerij r̃ z napovedmi
ansamblov naključnih matrik. Posebno sem bil pozoren na vprašanje termodinam-
ske limite. Iz preǰsnjega dela je znano [16], da dalǰsanje verige L → ∞ vodi do
dobrega ujemanja z napovedjo GOE za vse vrednosti elektronsko-fononske sklopitve
γ, prav tako pa se fluktuacije diagonalnih matričnih elementov Oαα za vse fizikalno
relevantne opazljivke obnašajo skladno z ETH. Z metodo ED pa smo nasprotno tu
demonstrirali, da čeprav dobro reproduciramo statistiko ⟨r̃⟩ GOE ansambla, fluk-
tuacije fononske korelacijske funkcije T̂1 ne padajo dovolj hitro z večanjem največje
zasedenosti fononskih stanj M , da bi lahko upravičili ETH. Nadalje največje fluk-
tuacije zmax kažejo, da četudi ostale opazljivke v povprečju izplolnjujejo napoved
ETH, jih ne ubogajo v močnem smislu, torej da ETH velja za vsa stanja.
Za metodo LFS sem pokazal, da v dobri meri vsaj kvalitativno reproducira obliko
odvisnosti pričakovanih vrednosti opazljivk v celotnem spektru, čeprav Hilbertov
prostor z variacijsko konstrukcijo vsebuje zelo drugačna stanja, kot z metodo ED.
V nasprotnju z metodo ED sem z LFS v spektru opazil degeneracije, ki jih sicer
načeloma ne pričakujemo. Pokazal sem, da imajo v termodinamski limiti mero
0, torej ne bi smele vplivati na termalizacijo. Zaradi teh dveh razlogov sem jih
izključil iz nadaljne analize spektralnih statistik in fluktuacij matričnih elementov.
Statistika razmerij mednivojskih razlik r̃ je za LFS pokazala prisotnost drugega
univerzalnostnega razreda, GOE v sektorju k = 0 (namesto Poissonske porazdelitve,
kot pri ED) oziroma GUE v sektorju 2π/L (namesto GOE, kot pri ED), čeprav
je modelski Hamiltonjan simetričen na obrat časa. Ta statistika je robustna po
vsem spektru in kaže na posebne lastnosti variacijskega prostora glede na simetrije
operatorjev, ki delujejo na njem.
Kvantitativna primerjava rezultatov za fluktuacije matričnih elementov opazljivk
kažejo, da imajo diagonalni elementi Oαα podoben trend kot za ED, vključno z
anomalnim obnašanjem opazljivke T̂1. Za čas pisanja tega dela je to prva obravnava
visoko vzbujenih stanj z metodo LFS in termodinamske limite z večanjem števila
fononskih prostostnih stopenj na mestu. Rezultati namigujejo, da je termodinamska
limita M → ∞ kvalitativno drugačna in da je zaradi tega bozonske prostostne
stopnje treba obravnavati previdno. ,,Pravilnost” enega ali drugega načina izvajanja
termodinamske limite ostaja odprto vprašanje.
V delu sem uporabil tudi koncept prepletenostne entropije za natančen opis
prehoda iz režima velikega v režim majhnega polarona. Na ta način lahko v analizo
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vključimo vse korelacije, ki včasih niso dostopne lokalnim opazljivkam. Obe metodi
sta pokazali opazno ukrivljanje v odvisnosti S(γ) v osnovnem stanju, vendar je le
LFS uspela podrobno prikazati hitrost nasičenja prepletenosti v režimu prehoda.
Kot prvi sem tudi opazoval obnašanje prepletenostne entropije visoko v spektru in
pokazal energijsko območje, v katerem je elektron maksimalno prepleten s fononi in
v katerem pričakujemo termalizacijo.
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[14] J. Bonča, S. Trugman in I. Batistić, Holstein polaron, Physical Review B 60,
1633 (1999).
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